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Introduction

La physique nucléaire est la science dédiée à l’étude des composants de la matière que sont les
noyaux des atomes. Elle cherche à décrire leur structure, les rayonnements qu’ils émettent et leurs
interactions avec les autres particules. Son champ d’application est très vaste et inclut des domaines
aussi différents que l’astrophysique, pour l’étude de la fusion au sein des étoiles, la radiothérapie,
l’imagerie à résonance magnétique nucléaire (IRM), la géologie et l’archéologie, pour la datation au
carbone 14, et bien d’autres. Dans cette thèse, nous nous intéresserons principalement à la neutro-
nique, qui emploie les résultats de la physique nucléaire pour l’étude des interactions entre les neu-
trons et les noyaux. Elle permet notamment d’expliquer les processus à l’origine de la production
de chaleur, transformée ensuite en électricité, dans les réacteurs nucléaires, tels les Réacteurs à Eau
Pressurisée (REP) du parc français.

Plus généralement, la neutronique s’intéresse au cheminement des neutrons dans la matière et à
toutes les réactions qui en découlent, comme par exemple la capture d’un neutron par un noyau, qui
peut avoir pour conséquence la désexcitation du noyau composé formé par émission de rayonne-
ment ou par fission. La quantification de ces phénomènes nécessite de disposer de données de base,
parmi lesquelles figurent les sections efficaces, qui indiquent les probabilités d’interaction entre les
neutrons et un noyau donné, les taux de décroissance radioactive, qui caractérisent les vitesses de
désintégration des noyaux instables, la nature des fragments produits lors d’une fission, l’énergie
des rayonnements émis, etc. Les données nucléaires regroupent l’ensemble de ces quantités et sont
de ce fait indispensables à la bonne description des interactions entre les neutrons et la matière.

Les manifestations macroscopiques de la physique nucléaire sont potentiellement source de dan-
gers pour l’homme et son environnement, et sont par conséquent soumises à la surveillance de l’État.
Ainsi, l’Institut de Radioprotection et de Sûreté Nucléaire (IRSN) est un établissement public chargé
de fournir l’expertise technique requise pour l’évaluation de ces risques. Pour remplir au mieux cette
fonction, l’Institut doit être en mesure de décrire finement les processus en jeu, ce qui nécessite de dis-
poser de données nucléaires de qualité. Afin de contribuer à leur amélioration, l’IRSN mène donc une
activité de recherche sur ce sujet. C’est dans ce cadre que le présent doctorat a été proposé au sein du
Laboratoire de Neutronique des Réacteurs (LNR), qui appartient au Service Neutronique et Criticité
(SNC). Le SNC a pour missions, entre autres, de mener des études appliquées concernant l’apprécia-
tion et la prévention des risques de criticité, c’est-à-dire d’apparition d’une réaction en chaîne non
maîtrisée dans une installation nucléaire, ainsi que de caractériser la puissance thermique dégagée
par les cœurs de réacteur et de produire des données neutroniques de qualité, utilisables par les
autres services de l’IRSN. Les données nucléaires étant particulièrement essentielles à ses activités,
c’est ce service qui est en charge de leur étude.

Les données nucléaires

Bien que la neutronique soit une discipline étudiée depuis plusieurs décennies, il reste un nombre
notable de noyaux et de réactions pour lesquelles les quantités intéressantes sont insuffisamment,
voire absolument pas, connues expérimentalement [1]. Afin de pouvoir effectuer des simulations
numériques, il est cependant nécessaire de disposer de valeurs pour ces quantités. La physique nu-
cléaire doit alors être capable de fournir des modèles permettant de compléter, ou de corriger, les me-
sures expérimentales : c’est ce que l’on appelle l’évaluation des données nucléaires. Généralement,
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les modèles physiques mis en place dépendent de paramètres que la complexité des mécanismes
en jeu à l’échelle nucléaire ne permet pas de calculer directement. On se contente donc d’ajuster les
valeurs de ces paramètres afin de reproduire les mesures expérimentales. Le processus d’évaluation
consiste ainsi en un aller-retour entre l’expérience et la modélisation, qui permet in fine de produire
les données nucléaires nécessaires aux calculs, sur tous les domaines d’énergie utiles. Ce domaine
de recherche reste très actif, car les évaluations existantes présentent encore de nombreux défauts,
comme par exemple l’existence de discontinuités entre différents intervalles d’énergie : elles néces-
sitent donc une amélioration qui peut être apportée par la réalisation de nouvelles expériences ou la
modernisation des modèles utilisés.

D’un point de vue pratique, les données nucléaires évaluées doivent permettre aux logiciels de
calcul qui modélisent des systèmes complexes de bien rendre compte de la réalité physique. Avant
de pouvoir les utiliser, elles doivent donc être vérifiées et testées. À cette fin, sont utilisés des dis-
positifs expérimentaux qui sont très finement modélisés tout en étant suffisamment complexes pour
être proches des cas intéressants en pratique : on parle d’expériences intégrales, ou benchmarks. Les
paramètres caractérisant le système (la hauteur d’eau dans le cœur, la position des barres de contrôle,
etc.), ainsi que certaines valeurs d’intérêt, comme le facteur de multiplication effectif ke f f dans le cas
des expériences de criticité, sont mesurés expérimentalement avec une grande précision. La qualité
d’une évaluation est alors jugée par sa capacité à reproduire les valeurs d’intérêt lorsqu’elle est utili-
sée en entrée du modèle. Pour valider complètement une évaluation d’un noyau, il est nécessaire, la
plupart du temps, d’employer plusieurs de ces expériences, soigneusement sélectionnées en fonction
de leur sensibilité aux données de ce noyau.

Les bibliothèques de fichiers évalués

Une fois évaluées, les données nucléaires sont mises à la disposition de la communauté des utili-
sateurs dans des bibliothèques de fichiers. Historiquement, chaque laboratoire créait ses évaluations
en fonction de ses besoins spécifiques et les écrivait dans son propre format, ce qui ne facilitait évi-
demment pas les collaborations. Afin de pouvoir aisément échanger et comparer les fichiers évalués,
un format commun a été élaboré dans les années 1960 et, aujourd’hui, la très grande majorité de ces
fichiers sont fournis dans le format ENDF (Evaluated Nuclear Data File) [2]. Seul le Lawrence Livermore
National Laboratory continue à maintenir son propre format, connu sous l’acronyme ENDL (Evaluated
Nuclear Data Library), qui, à notre connaissance, n’a plus qu’un usage interne à ce laboratoire.

Le développement et la maintenance du format ENDF sont réalisés par le National Nuclear Data
Center du Brookhaven National Laboratory (États-Unis), sous la responsabilité du Cross Section Evalua-
tion Working Group (CSEWG). La version actuelle de ce format, ENDF-6, date de 1990 [2]. Dans cette
version, une évaluation pour un matériel donné, qui peut contenir soit un seul, soit plusieurs iso-
topes, est désignée par le symbole MAT suivi d’un numéro caractérisant ce matériel : par exemple
les évaluations de 235U sont notées MAT 9228. Cette évaluation contient toutes les données nucléaires
disponibles pour le matériel en question, qui sont rangées dans des fichiers selon leurs types. Chaque
fichier est désigné par le symbole MF suivi d’un numéro. La table 1 (tirée de [3]) dresse une liste des
différents fichiers existants et de l’information qu’ils contiennent. Dans la présente thèse, nous nous
intéresserons principalement aux fichiers MF 2, MF 3, MF 4 et MF 7 qui seront décrits plus en détail
aux moments opportuns. Précisons simplement dès maintenant que les paramètres de résonance du
fichier MF 2 sont utilisés pour reconstruire les sections efficaces, dans le cas où le matériel est à la
température du zéro absolu (0 K). Enfin, un fichier MF peut être à son tour divisé en sections, cha-
cune contenant les données pour une réaction particulière. Ces sections sont repérées par le symbole
MT suivi du numéro identifiant la réaction associée. Par exemple, la séquence MAT 9228 MF 4 MT 2
désigne la section contenant les distributions angulaires pour la réaction de diffusion élastique sur le
noyau 235U.

Le format ENDF a été conçu à une époque où les fichiers étaient encore écrits sur des cartes perfo-
rées et souffre donc des limitations inhérentes à cette technologie. La principale est que le nombre de
caractères par ligne ne peut pas dépasser 80. En conséquence, dans le format ENDF, chaque nombre
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TABLE 1 – Description des différents fichiers MF du format ENDF-6

Numéro MF Contenu
1 Informations générales (type de particule, date de l’évaluation, etc.)
2 Paramètres de résonance
3 Sections efficaces sous forme tabulée
4 Distributions angulaires
5 Distributions de l’énergie secondaire des particules diffusées
6 Distributions croisées angle - énergie secondaire des particules diffusées
7 Loi de diffusion ST(α, β) pour les neutrons dans le domaine thermique
8 Données relatives à la décroissance radioactive et aux produits de fission
9 Multiplicités pour la production de noyaux radioactifs

10 Sections efficaces pour la production de noyaux radioactifs
12 à 18 Données nucléaires relatives à la production de photons par les réactions

induites par les neutrons
19 à 22 Données nucléaires relatives à la production d’électrons par les réactions

induites par les neutrons
23 à 27 Données nucléaires relatives aux réactions photo ou électro-induites
30 à 40 Matrices de covariance

ne dispose que de 11 caractères pour être écrit, ce qui inclut aussi l’écriture du signe, du point dé-
cimal et de l’exposant. La précision numérique des données est ainsi limitée par cette contrainte. Le
format présente d’autres restrictions, par exemple dans sa gestion des identifiants pour les réactions,
puisque le nombre MT ne peut contenir que 3 chiffres. Or, actuellement les 999 combinaisons pos-
sibles sont presque toutes utilisées et il devient donc problématique de définir de nouvelles réactions.
De plus, le format ENDF est très difficile à lire pour un humain et contient beaucoup d’informations
redondantes, ce qui augmente les risques d’erreur. Pour toutes ces raisons, le Lawrence Livermore Na-
tional Laboratory a commencé le développement d’un format plus moderne appelé GND (Generalized
Nuclear Data) [4]. Un groupe de travail de l’Agence pour l’Énergie Nucléaire (AEN) de l’OCDE a été
constitué en 2012 pour proposer un successeur au format ENDF-6 en se fondant sur ce travail. Il est
donc vraisemblable que des évaluations commencent à être produites en utilisant ce nouveau format
dans un avenir proche (de l’ordre de 5 ou 10 ans).

Étant donné un ensemble de matériels d’intérêt, qui peuvent être mono-isotopiques ou non, une
bibliothèque de fichiers évalués est définie par la donnée d’une unique évaluation recommandée
pour chacun de ces matériels. Aux États-Unis, le CSEWG coordonne la préparation des bibliothèques
ENDF/B. La première version, ENDF/B-I, a été créée en 1968 en même temps que le format ENDF,
ce qui explique l’analogie des noms. Quant à la version la plus récente, ENDF/B-VII.1, elle est pa-
rue en 2011 [5]. Cependant, ailleurs dans le monde, des évaluations indépendantes sont réalisées et
conduisent à la création d’autres bibliothèques. Parmi les plus utilisées, on trouve les bibliothèques
européennes JEFF (Joint Evaluated Fission and Fusion file), nées de la réunion des bibliothèques JEF
(Joint Evaluated File) et EFF (European Fusion File), qui sont maintenant préparées de manière collabo-
rative par les pays membres de l’AEN. La bibliothèque JEF-1 date de 1985 et la JEFF-3.1.1 de 2009 [6].
La version la plus moderne, JEFF-3.2, est sortie très récemment (le 5 mars 2014). Les bibliothèques
JENDL (Japan Evaluated Nuclear Data Library) sont également très utilisées. Elles sont produites par la
Japan Atomic Energy Agency depuis 1977 et la version JENDL-1. La dernière version, JENDL-4.0, date
de 2010 [7]. Des bibliothèques spécialisées pour des utilisations précises sont également produites,
comme par exemple la JENDL-HE (HE pour High Energy) qui fournit les sections efficaces jusqu’à
3 GeV. Enfin, on peut citer les bibliothèques russes (BROND et ROSFOND) et chinoises (CENDL).
Toutes ces bibliothèques, du moins dans leurs versions les plus récentes, utilisent le format ENDF-6
pour stocker les évaluations.
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Les codes de traitement des données nucléaires

Les fichiers évalués fournis par les bibliothèques ne peuvent pas être utilisés directement par les
logiciels de simulation numérique des différents domaines d’application. Par exemple, les sections
efficaces doivent être calculées à partir des paramètres de résonance présents dans les fichiers au
format ENDF-6, puis portées à la température souhaitée avant d’être exploitables par les logiciels de
calcul. Cette dernière étape revient à prendre en compte l’agitation thermique des noyaux, ce qui se
traduit par l’application d’un effet Doppler sur les sections efficaces. Ce traitement n’est pas trivial et
est majoritairement effectué en amont de ces logiciels par des codes de traitement des données nu-
cléaires. Le plus largement répandu de ces codes est NJOY, qui est développé au Los Alamos National
Laboratory (États-Unis) depuis 1974. Au début de ce doctorat, la version la plus récente disponible
était NJOY 99 [8, 9] et, début 2013, est sortie la version modernisée NJOY 2012 [10]. NJOY est un
code modulaire écrit en Fortran 77 pour sa version 99 et Fortran 95 pour sa version 2012. Le fichier
évalué à traiter passe dans différents modules qui se transmettent les informations utiles à l’aide de
fichiers, qui peuvent être soit dans un format binaire, soit dans des formats textes dérivés du format
ENDF. Un premier module, RECONR, utilise les paramètres de résonance pour reconstruire les sec-
tions efficaces en fonction de l’énergie du neutron incident pour un matériel à la température du zéro
absolu. Le module BROADR applique ensuite l’effet Doppler à ces sections pour tenir compte de la
température réelle des noyaux. Le module PURR calcule les tables de probabilité nécessaires pour
tenir compte des résonances non-résolues et le module THERMR permet de simuler l’effet des liai-
sons chimiques au sein du matériel sur les sections efficaces. Si nécessaire, NJOY permet également
de produire des sections multi-groupes, moyennées sur des groupes d’énergie prédéfinis après pon-
dération par le flux neutronique. Enfin, d’autres modules transforment les données ainsi calculées
pour les mettre dans les formats requis par les logiciels de calcul neutronique.

Il existe d’autres codes de traitement des données nucléaires, qui réalisent les mêmes opérations
que NJOY. Parmi ceux datant de la même époque, on peut citer le système PREPRO [11], qui est
actuellement maintenu par l’Agence Internationale de l’Énergie Atomique et dont la dernière ver-
sion est sortie en 2012. PREPRO est un ensemble de programmes qui fonctionne également de façon
modulaire. Le programme chargé de reconstruire les sections efficaces est RECENT, dont la version
initiale date de 1979. Celui chargé de calculer l’effet Doppler est SIGMA1, qui date de 1973. Le Oak
Ridge National Laboratory possède un logiciel similaire, AMPX [12], qui est également une collection
de programmes et est développé depuis le début des années 1970. AMPX est toujours activement
maintenu et amélioré. En France, le Commissariat à l’Énergie Atomique (CEA) a développé le code
de traitement CALENDF [15], qui est plus orienté vers la production de tables de probabilité. Ces
dernières années, de nouveaux codes ont vu le jour, comme le système GALILÉE [14], actuellement
en développement au CEA, ou FUDGE [13] développé au Lawrence Livermore National Laboratory et
permettant notamment de traiter le nouveau format GND. Cette énumération met en lumière un
regain d’intérêt au sein de la communauté internationale pour la problématique du traitement des
évaluations de données nucléaires. Cela est cohérent avec une activité accrue pour améliorer la qua-
lité des données de base, notamment de leurs incertitudes, en vue d’une meilleure estimation des
biais induits sur les cas d’applications industrielles.

Motivations pour le lancement de ce doctorat

L’effet Doppler sur les sections efficaces est rigoureusement exprimé comme étant l’intégrale des
sections au zéro absolu multipliées par le noyau de Solbrig (nous aurons l’occasion d’y revenir en
détail). Les deux codes dont nous disposons, NJOY et PREPRO, utilisent le même algorithme pour
effectuer cette opération, qui consiste à commencer par linéariser la section au zéro absolu avant de
l’intégrer. C’est également la procédure employée dans AMPX, qui est indirectement utilisé à l’IRSN,
via le système de codes SCALE [16], pour les calculs de physique des réacteurs et de criticité. Cet
algorithme date du milieu des années 1970, à peu près comme les méthodes employées dans ces trois
codes pour la reconstruction des sections au zéro absolu. Ainsi, NJOY 99 (la version la plus récente
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disponible au commencement de ce doctorat) ne permet pas de traiter le formalisme RML (R-Matrix
Limited), qui est le plus général (et le plus récent) des formalismes disponibles dans le format ENDF-6
pour la reconstruction des sections 1.

Du point de vue de la sûreté nucléaire, il est important de disposer de plusieurs codes de traite-
ment des données afin d’être en mesure d’effectuer des comparaisons, non seulement pour détecter
des erreurs éventuelles, mais aussi pour pouvoir estimer les biais induits par le traitement sur les
résultats finaux. Pour illustrer ce point, on peut citer une étude de 1985 [17] dans laquelle différents
codes ont été testés sur une même évaluation et ont donné des résultats complètement dissemblables
(les différences pouvant atteindre plusieurs ordres de grandeur). Or, les trois principaux codes utili-
sant des méthodes analogues pour la reconstruction et le calcul de l’effet Doppler, les comparaisons
les mettant en jeu ne seront pas pertinentes pour évaluer les impacts de ces deux étapes du traite-
ment. Il est notamment légitime de se demander quel est l’effet sur la précision finale dû à l’emploi
d’une linéarisation dans le calcul de l’effet Doppler, qui est fondamental pour garantir la sûreté des
réacteurs nucléaires.

Le présent doctorat a donc été mis en place avec comme objectif principal de développer de nou-
velles méthodes numériques pour le traitement des sections efficaces qui soient indépendantes de
celles des codes existants. Plus particulièrement, nous souhaitons étudier l’impact de la linéarisation
préliminaire au calcul de l’effet Doppler sur la précision du résultat final, mais aussi être capables
de reconstruire les sections efficaces au zéro absolu quel que soit le formalisme souhaité. Pour le
premier point, l’idée a consisté à développer une nouvelle méthode de calcul de l’effet Doppler qui
ne nécessite pas de linéarisation préalable et qui fournisse donc des résultats indépendants de ceux
de NJOY, PREPRO et AMPX. La confrontation des résultats a ainsi permis de mesurer l’impact de
cette linéarisation. Pour le second point, dans un souci de polyvalence, nous avons choisi d’implé-
menter la reconstruction en utilisant le formalisme général de la matrice R, ce qui permet ensuite de
retrouver n’importe quel formalisme en appliquant les approximations adéquates. En outre, dans le
domaine de la sûreté nucléaire, il est fondamental de bien contrôler l’erreur commise tout au long des
différentes étapes du traitement des données nucléaires. C’est pourquoi nous avons commencé, dans
le cadre de ce doctorat, le développement d’un code de traitement des données nucléaires, appelé
GAIA, dans lequel les méthodes numériques que nous avons mises au point sont implémentées, et
qui est capable de réaliser toutes les étapes indispensables à la production de certains fichiers d’entrée
pour les logiciels de calcul neutronique. À terme, le code GAIA permettra ainsi d’étudier l’impact du
traitement des données nucléaires sur la précision du résultat final dans les calculs de neutronique,
mais aussi de mieux identifier l’origine des écarts pouvant exister entre différents codes. C’est un en-
jeu important pour évaluer la qualité de ces calculs qui seront par la suite utilisés dans les expertises
de sûreté nucléaire.

D’autres motivations existent pour le développement d’un nouveau code de traitement. Il faut
d’abord rappeler que les codes NJOY, PREPRO et AMPX sont écrits en Fortran, langage populaire
à l’époque de leur création mais quelque peu tombé en désuétude depuis. Il est donc intéressant
de développer une nouvelle génération de codes utilisant des langages plus modernes, comme par
exemple le langage orienté objet C++. Plus généralement, l’IRSN souhaite faire de GAIA un outil
flexible, par exemple en garantissant qu’il soit indépendant du format utilisé par les évaluations, afin
de préparer le remplacement de ENDF par GND, ou encore en le rendant compatible avec certains
modules d’autres logiciels. Enfin, disposer d’un code capable de traiter tous les formalismes permet
de contribuer au travail des évaluateurs en leur fournissant un outil utile pour tester finement les
effets des différentes parties des nouvelles évaluations.

En résumé, les objectifs de ce doctorat sont :
– de développer des méthodes numériques indépendantes de celles des codes existants pour les

différentes étapes du traitement des sections efficaces et les implémenter dans GAIA. Ces étapes
incluent notamment la reconstruction des sections au zéro absolu pour tous les formalismes en-

1. Cette restriction a été levée dans NJOY 2012.

5



visageables, le calcul de l’effet Doppler sur ces sections, sans utiliser de linéarisation préalable,
ainsi que la génération d’une grille d’énergie suffisamment fine pour permettre l’interpolation
linéaire des sections efficaces entre ses points ;

– de comparer les résultats obtenus par GAIA à ceux des codes existants à chaque étape, afin de
commencer à valider nos méthodes, mais également afin de vérifier l’exactitude de ces codes et
de contrôler la précision des résultats ;

– de disposer d’un outil capable de mesurer l’impact du traitement employé pour les données
nucléaires sur les résultats finaux des calculs neutroniques ;

– de construire les premiers composants du code de traitement des données nucléaires GAIA,
écrit en C++, flexible, indépendant du format utilisé pour les bibliothèques de fichiers évalués
et pouvant être utilisé pour traiter les évaluations les plus modernes.

Structure et méthodologie de la thèse

Cette thèse est organisée en cinq chapitres, en plus de la présente introduction et de l’inévitable
conclusion dans laquelle quelques perspectives seront également développées. Le premier chapitre
présente en détail la théorie de la matrice R, utilisée pour reconstruire les sections efficaces, ainsi que
les différentes approximations qui en découlent. Le lecteur familier avec cette théorie pourra le passer
en première lecture.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons à la reconstruction des sections efficaces au zéro
absolu à partir des paramètres de résonance fournis dans les fichiers évalués. L’implémentation dans
GAIA de la reconstruction à partir du formalisme général de la matrice R, sans approximation, est
présentée. Cette implémentation a nécessité l’élaboration d’une nouvelle méthode de calcul de la
matrice R, que nous avons appelée la décomposition ST. À partir de l’implémentation du formalisme
général, la reconstruction avec le formalisme Reich-Moore, éventuellement sous la forme restreinte
proposée par le format ENDF, peut être effectuée en appliquant les approximations adéquates. Dans
le domaine des résonances non-résolues, seul le calcul des sections infiniment diluées a été implé-
menté. Afin de valider notre approche, les sections efficaces reconstruites par GAIA ont été compa-
rées à celles reconstruites par NJOY 99 et PREPRO pour tous les fichiers évalués des bibliothèques à
notre disposition, à l’exception de ceux utilisant le nouveau formalisme RML. Pour les fichiers éva-
lués utilisant ce formalisme, GAIA a été testé en le comparant avec NJOY 2012 et le logiciel SAMMY
[18]. Dans la grande majorité des cas, l’accord entre GAIA et les codes existants est très bon.

Le troisième chapitre est consacré au calcul de l’effet Doppler sur les sections au zéro absolu. La
théorie et les algorithmes existants sont présentés. Une méthode de référence, permettant le calcul
de l’effet Doppler de manière très précise mais très lente, a été élaborée et validée. Deux méthodes
de calcul fondées sur l’utilisation des quadratures de Gauss sont présentées mais se sont avérées être
trop lentes pour être utilisables en pratique. Une nouvelle méthode a donc été développée, basée sur
l’algorithme de transformée de Fourier rapide. Cette méthode a été validée grâce à la méthode de
référence dans les cas des noyaux 235U et 238U. La comparaison avec NJOY 99 suggère qu’elle permet
d’obtenir des résultats plus précis en des temps de calcul comparables. Nous avons également adapté
cette méthode au cas où l’influence des liaisons chimiques de la matière sur l’effet Doppler ne peut
pas être négligée.

Le quatrième chapitre aborde le sujet des sections efficaces différentielles. Nous exposons d’abord
l’implémentation dans GAIA du calcul des sections différentielles angulaires à partir des paramètres
de la matrice R, en utilisant la formule de Blatt et Biedenharn. Cette implémentation a été testée,
par comparaison avec NJOY 2012, sur les fichiers évalués employant le formalisme RML. La théorie
permettant d’appliquer l’effet Doppler aux sections double-différentielles (en angle et en énergie se-
condaire) est rapidement décrite. Dans GAIA, elle n’a été implémentée que dans le cas où les liaisons
chimiques doivent être prises en compte, en utilisant la loi de diffusion S(α, β). Nous finissons par
une application pratique : dans le cadre d’une collaboration avec l’Institut Laue-Langevin, GAIA a
été utilisé afin de traiter des mesures expérimentales de S(α, β) pour l’eau légère et lourde. Les résul-
tats sont présentés, même s’il ne s’agit que d’une première approche et en aucun cas d’une nouvelle
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évaluation.
Enfin, dans le cinquième et dernier chapitre, nous décrivons la méthode utilisée pour générer une

grille d’énergie entre les points de laquelle les sections efficaces peuvent être obtenues par interpo-
lation linéaire. Cette méthode est validée par quelques tests, qui sont également menés avec NJOY
dans un souci de comparaison. À ce stade, nous disposons de l’information minimale permettant de
créer des fichiers d’entrée pour les logiciels de calcul neutronique MCNP et MORET. De tels fichiers
ont donc été générés, avec NJOY et avec GAIA, pour être ensuite utilisés dans des simulations sur
des cas réels. Cela a permis de vérifier d’une part, que notre approche fonctionne et, d’autre part, que
les deux traitements donnent des résultats semblables.

Signalons pour terminer que le travail effectué durant ce doctorat a fait l’objet de deux publica-
tions, l’une parue dans Nuclear Data Sheets [19] et l’autre acceptée pour publication dans Nuclear
Science and Engineering [20]. La collaboration avec l’Institut Laue-Langevin fera également l’objet
d’une publication, qui est actuellement en cours de soumission.
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Nomenclature

Dans ce manuscrit, nous avons fait le choix de traduire systématiquement les noms de tous les
concepts théoriques. Le lecteur peut être accoutumé soit à leurs noms anglais, soit à des traductions
différentes. Afin de réduire les difficultés de lecture, nous donnons ici une liste des traductions qui
sont utilisées dans le manuscrit.

Nom anglais Traduction française utilisée
level matrix matrice des niveaux

channel canal
channel radius rayon du canal

saddle point channel canal de col
penetrability factor facteur de pénétrabilité

shift factor facteur de décalage
hard-sphere scattering phase shift déphasage de diffusion sur sphère dure

background cross sections sections efficaces complémentaires
resonance shape silhouette de résonance

Doppler broadening élargissement Doppler
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Chapitre 1

Théorie de la matrice R

1.1 Les réactions nucléaires

1.1.1 Présentation générale

Nous nous intéressons aux interactions pouvant avoir lieu lorsqu’une particule est envoyée sur
un noyau cible. Ce noyau est composé de neutrons et de protons, liés entre eux par la force forte.
Pour les applications nous intéressant, à savoir principalement la physique des réacteurs, la particule
incidente est un neutron.

La mécanique quantique nous enseigne que le noyau cible peut être considéré comme un puits
de potentiel, avec ses A nucléons répartis sur des orbites. L’interaction de ce puits de potentiel avec
un neutron incident peut prendre deux formes [21]. Dans le cas le plus simple, l’onde associée au
neutron peut simplement être diffusée par la barrière de potentiel. Il n’y a alors pas pénétration du
neutron dans le noyau, et le neutron conserve son énergie dans le référentiel du centre de masse.
C’est une diffusion potentielle élastique. Comme le neutron ne pénètre pas dans le noyau, on dit
qu’il s’agit d’une réaction directe. Un autre type d’interaction est possible : le neutron peut tomber
dans le puits de potentiel. Dans le domaine d’énergie de la physique des réacteurs, c’est-à-dire en
dessous de quelques dizaines de MeV, le modèle du noyau composé est bien adapté pour rendre
compte de ce cas. D’après ce modèle, après pénétration du neutron dans le noyau cible, nous obte-
nons un état excité d’un noyau composé contenant A + 1 nucléons. L’énergie d’excitation est égale à
l’énergie cinétique E du système neutron incident - noyau cible dans le référentiel du centre de masse
additionnée de l’énergie de liaison Sn du nouveau neutron dans le noyau A + 1. Si on note M(A) et
M(A + 1) les masses respectives des noyaux A et A + 1, et mn la masse du neutron, on a :

Sn = (M(A) + mn − M(A + 1))c2 (1.1)

La formation du noyau composé dans son état excité n’est que la première phase de la réaction nu-
cléaire. Lors d’une deuxième phase, le noyau composé va se désexciter pour retomber sur son état
fondamental, plusieurs mécanismes de désexcitation étant possibles. Il faut noter que le neutron in-
cident interagit avec un grand nombre de nucléons du noyau A lors de la formation du noyau com-
posé. L’énergie Sn + En apportée est donc répartie sur un nombre important de nucléons, ce qui a
pour conséquence que le noyau composé A + 1 perd la mémoire de ses conditions de création, et
donc que le mode de désexcitation en est indépendant. Nous pouvons passer en revue quelques uns
des mécanismes de désexcitation les plus importants. Pour commencer, le noyau A + 1 peut émettre
un neutron, laissant un noyau résiduel à A nucléons. On parle alors de diffusion résonnante (par op-
position à la diffusion potentielle déjà présentée), cette diffusion est élastique si le noyau A est laissé
dans son état fondamental, et inélastique s’il est laissé dans un état excité. La diffusion inélastique
n’est possible que si l’énergie cinétique En est supérieure ou égale à l’énergie du premier niveau ex-
cité du noyau A, on dit qu’il s’agit d’une réaction à seuil. Une autre façon pour le noyau A + 1 de se
désexciter consiste à émettre un ou plusieurs rayons γ pour revenir sur son fondamental. Dans ce cas
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la réaction finale s’écrit n + A → γ + (A + 1) ou, en forme abrégée, (n, γ). Il s’agit d’une réaction de
capture radiative. Le noyau composé peut aussi se désexciter en se scindant en plusieurs fragments.
Ce mécanisme ne concerne que les noyaux les plus lourds, pour A supérieur à 230 environ. Il s’agit de
la réaction de fission. Il existe encore d’autres modes de désexcitation, chacun correspondant à une
réaction nucléaire, comme par exemple l’émission d’un proton, d’une particule α ou de plusieurs
neutrons pour ne citer que quelques uns des plus courants.

Cette présentation est simplifiée. En réalité, la diffusion potentielle élastique n’est pas la seule
réaction directe pouvant se produire et d’autres types de mécanismes, tenant le milieu entre réaction
directe et formation d’un noyau composé, existent. La particule incidente pénètre alors dans le noyau
cible et le système composite ainsi formé se désexcite avant d’avoir perdu la mémoire de sa formation.
Ces réactions sont décrites par le modèle du pré-équilibre.

1.1.2 Définition de la section efficace

Les réactions nucléaires sont gouvernées par la mécanique quantique et sont donc des phéno-
mènes intrinsèquement aléatoires. En conséquence, il est fondamental de pouvoir quantifier la pro-
babilité qu’une réaction donnée ait lieu entre le neutron incident et le noyau cible. Commençons par
une modélisation très simple. Soit un flux unidimensionnel de particules ponctuelles dirigé vers un
détecteur plan de surface Σ, orienté perpendiculairement au flux. Ce détecteur contient Nc noyaux
cibles que l’on considère être des disques de rayon R. On peut aisément calculer la probabilité P
qu’une particule donnée entre en collision avec une cible, c’est le rapport de la surface occupée par
les cibles à la surface totale du détecteur : P = NcπR2/Σ. On pose σ = πR2 la surface d’un noyau
cible. Le taux de collisions [22], c’est-à-dire le nombre de collisions observées par unité de temps, est :

dN
dt

= F Nc σ (1.2)

où F = nPv, avec nP la densité de particules dans le flux incident et v leur vitesse moyenne. La
probabilité d’interaction peut donc ici être quantifiée par la grandeur σ qui est la section d’une cible
et a donc la dimension d’une surface. Malgré la simplicité de cet exemple, cette dernière remarque
est très générale : on exprime la probabilité qu’une réaction entre deux corps ait lieu sous la forme
d’une section efficace de réaction, communément notée σ, dont l’unité est le barn (b). Par définition
1b = 10−24cm2. L’équation 1.2 sert de définition dans le cas général pour la section efficace de réaction,
quand dN

dt est le nombre de réactions ayant lieu par unité de temps [23]. Quand dN
dt est le nombre total

d’interactions entre la particule incidente et la cible par unité de temps, on parle de section efficace
totale. Dans l’équation 1.2, σ s’exprime en b, F en b−1.s−1, t en s et N et Nc sont sans dimension.

Il est également possible de ne prendre en compte que les réactions dont l’un des produits arrive
dans une zone angulaire dΩ autour d’un angle solide Ω (dΩ est en stéradians). Si on note dn le
nombre de particules détectées dans cette zone élémentaire par unité de temps (dn est donc en s−1),
on peut alors définir la section efficace différentielle angulaire dσ

dΩ
par :

dn = F Nc
dσ

dΩ
dΩ (1.3)

On a alors la relation :

σ =
∫ dσ

dΩ
dΩ (1.4)

Dans le cas qui nous intéresse, c’est-à-dire l’interaction entre une particule incidente et un noyau cible,
la section efficace de réaction est une fonction de l’énergie cinétique de la particule dans le référentiel
du noyau. Cette section dépend de la nature du noyau cible, mais aussi du type de réaction considéré.
La section de fission ne sera pas égale à celle de diffusion élastique pour le même noyau par exemple.
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1.1.3 Le phénomène de résonance

Lorsqu’un noyau composé est formé, nous pouvons observer un phénomène de résonances. Il y
a en effet couplage entre le neutron incident, qui est caractérisé par une énergie incidente continue, et
le noyau composé dont les niveaux d’énergie forment un spectre discret. Quand l’énergie incidente
prend une valeur correspondant à la transition vers un niveau d’énergie du noyau A + 1, on assiste
à un brusque maximum de la probabilité de réaction (c’est-à-dire de la section efficace). C’est ce
que l’on appelle une résonance. Notons que l’interaction entre le neutron et un niveau d’énergie
donné ne peut pas toujours avoir lieu à cause des règles de conservation des nombres quantiques. La
correspondance entre l’énergie incidente et un niveau d’énergie n’implique donc pas nécessairement
un phénomène de résonance. Ces résonances structurent la courbe représentant la section efficace en
fonction de l’énergie en y faisant apparaître un ensemble de pics.

FIGURE 1.1 – Réaction avec formation d’un noyau composé

Pour être plus précis, on peut considérer la figure 1.1, extraite de réf. [3]. On considère la réaction
entre un neutron incident et le noyau cible A

Z X, ce système ayant une énergie cinétique eexc dans le
centre de masse. Lors de cette réaction, le noyau composé A+1

Z X est créé. Le schéma représente les
niveaux d’énergie de ces deux noyaux. La création du noyau composé est ici possible quelle que
soit eexc car l’énergie de liaison d’un neutron dans ledit noyau est Sn(A + 1, Z) > 0. Comme nous
l’avons vu précédemment, le noyau composé est créé dans un état excité, son énergie d’excitation
étant eexc + Sn(A+ 1, Z), c’est-à-dire l’énergie gagnée par l’ajout d’un neutron plus l’énergie cinétique
apportée par le neutron. Si cette énergie correspond à la position d’un niveau d’énergie du noyau
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composé, alors on peut observer une résonance. Plusieurs modes de désexcitation sont représentés
sur ce schéma. Les flèches 1 et 2 indiquent une désexcitation par émission d’un neutron, c’est-à-dire
une diffusion résonnante. On retombe alors sur le noyau initial A. La flèche 1 ramène A à son niveau
fondamental et correspond donc à une diffusion élastique, alors que 2 donne un noyau A excité et
correspond donc à une diffusion inélastique. Les flèches 3 indiquent une désexcitation par émission
de photons, le noyau résiduel étant alors A + 1 sur un niveau moins excité. Enfin, les deux flèches 4
indiquent la création de deux fragments, ce qui correspond à une fission.

D’après le principe d’incertitude de Heisenberg, le niveau excité i, d’énergie Ei, du noyau com-
posé a une durée de vie finie τi et donc une largeur en énergie non nulle. Plus précisément, si on
note γi cette largeur, on a la relation bien connue γi ≈ h̄/τi. Du fait de cette largeur, une résonance
du noyau a une influence sur la structure de la section efficace à toute énergie, bien que cette in-
fluence devienne rapidement négligeable lorsque l’on s’éloigne de l’énergie Ei. Cela signifie que si le
noyau composé a des niveaux avec une énergie juste en dessous de Sn(A + 1, Z), alors ces niveaux
auront une influence non négligeable sur les sections efficaces bien que les résonances associées cor-
respondent à des valeurs négatives de l’énergie cinétique du neutron incident. De telles résonances
sont appelées des résonances négatives. La situation correspondante est illustrée sur la figure 1.1.

À mesure que l’énergie d’excitation augmente, les niveaux ont tendance à se resserrer et leur
largeur à augmenter. Au-delà d’une certaine énergie, les niveaux voisins se recouvrent donc complè-
tement. Le spectre des niveaux du noyau composé cesse alors d’être discret et devient continu, on dit
que l’on a atteint le domaine du continuum. Les phénomènes de résonance sont alors masqués dans
ce domaine. Dans la zone d’énergie qui précède le continuum, les niveaux d’énergie ne se recouvrent
pas encore complètement mais deviennent si resserrés que la résolution des méthodes expérimentales
ne permet plus de les distinguer. Cette zone est appelée la zone des résonances non-résolues. Notons
que dans cette zone, contrairement à ce qui se passe dans le continuum, les résonances continuent de
structurer la section efficace, mais l’absence de données mesurées ne permet pas de les tracer précisé-
ment. Pour les noyaux intermédiaires et lourds, il est alors possible de tirer parti du grand nombre de
résonances dans cette zone pour utiliser une approche statistique donnant les lois de répartition de
l’espacement entre résonances et de leurs largeurs. Cela permet de calculer les sections efficaces sous
forme de tables de probabilité, qui donnent la probabilité que la section soit dans une certaine bande
de valeurs pour un intervalle d’énergie donné, ou plus simplement de calculer les valeurs moyennes
des sections sur un grand nombre de résonances.

On peut donc distinguer plusieurs zones d’énergie lorsque l’on trace une section efficace de ré-
action en fonction de l’énergie cinétique du neutron incident. Ces zones sont indiquées sur la figure
1.2 dans le cas de la section de capture de 238U. La première zone correspond aux énergies cinétiques
en dessous du premier niveau d’énergie accessible du noyau composé. Dans cette zone la section
efficace de capture est en 1/v, avec v la vitesse du neutron incident (notons que la section élastique
est, quant à elle, environ constante dans cette zone). La seconde zone balaie la région des niveaux
d’énergie, on y observe les phénomènes de résonance ce qui explique la forêt de pics. Cette zone est
appelée région des résonances résolues (RRR). On peut considérer que la zone en 1/v fait partie de la
région des résonances résolues. Ensuite arrive la zone d’énergie où l’espacement entre résonances est
trop faible pour les mesures. Il s’agit de la région des résonances non-résolues (URR, pour Unresolved
Resonance Range en anglais). Le phénomène de résonance existe encore dans cette zone, mais on ne
voit pas de pic car seule une moyenne de la section peut être tracée. Enfin, la zone correspondant aux
plus hautes énergies est celle du continuum. L’énergie cinétique est suffisamment haute pour que le
neutron arrive dans la zone où les niveaux d’énergie sont continus. Il n’y a alors plus de phénomène
de résonance et la section efficace est donc lisse.

14



FIGURE 1.2 – Section efficace de capture de 238U à 300 K

1.2 Théorie de la matrice R

1.2.1 Motivations

Les sections efficaces peuvent en théorie être calculées avec les outils de la mécanique quantique.
Cependant les réactions nucléaires qui nous intéressent ici font intervenir l’interaction forte. Comme
son nom l’indique, celle ci est trop forte pour permettre un calcul basé sur l’utilisation de perturba-
tions. Il faut ajouter que les forces nucléaires agissant à l’intérieur du noyau ne sont pas précisément
connues. Pour ces raisons, il est difficile en pratique d’obtenir les sections efficaces de réaction par
le calcul. En physique nucléaire, ces sections sont donc mesurées lors d’expériences puis approchées
par des modèles semi-empiriques.

La théorie de la matrice R est un outil puissant et très général qui permet de calculer les sections
efficaces sans avoir besoin d’information sur la structure interne du noyau. Bien entendu, les sections
efficaces dépendent de cette structure interne, et certaines propriétés du noyau apparaissent donc
dans l’expression de la matrice R. L’idée est simplement de les traiter comme des paramètres donnés.
Ces paramètres contiennent toute l’information physique et ils sont tabulés dans les librairies de don-
nées nucléaires. Ils sont déterminés à l’aide de modèles semi-empiriques s’appuyant sur les mesures
expérimentales de sections efficaces. La connaissance de ces paramètres suffit alors à reconstruire les
sections efficaces à n’importe quelle énergie. La théorie de matrice R permet donc de traiter le noyau
comme une boîte noire.

La principale idée de cette théorie est de décrire les sections efficaces en utilisant les valeurs et
les vecteurs propres correspondant à un ensemble d’états d’énergie. Ces états d’énergie apparaissent
lorsque l’équation de Schrödinger qui décrit le système est résolue avec des conditions aux limites
imposées sur les bords d’une certaine région de l’espace des phases.
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La théorie de la matrice R a été exposée en détails par Lane et Thomas [24]. Dans la suite de ce
chapitre, nous allons présenter cette théorie en nous appuyant largement sur cet article ainsi que
sur l’ouvrage de Lynn [25]. En ce qui concerne l’aspect historique, Kapur et Peierls [26] ont été les
premiers à présenter un cadre théorique rigoureux pour décrire les réactions nucléaires et la théorie
de la matrice R, d’abord établie par Wigner et Eisenbud [27], dérive de ce cadre.

1.2.2 Hypothèses de la théorie

La théorie de la matrice R est une méthode rigoureuse qui ne nécessite qu’un nombre limité
d’hypothèses. Il faut noter que même si ce formalisme est particulièrement adapté à la description de
la formation d’un noyau composé, la théorie permet également de traiter les réactions directes. Voici
la liste des hypothèses nécessaires à l’établissement de la théorie :

La mécanique quantique non-relativiste s’applique.

Cela signifie qu’une fonction d’onde Ψ décrivant l’état du système vérifie, sur tout l’espace,
l’équation de Schrödinger :

HΨ = ih̄
∂Ψ

∂t
(1.5)

où H désigne le hamiltonien du système.
Cette équation contient implicitement les principes physiques de conservation de la probabilité

et de réversibilité du temps.
Notons que la condition de non-relativité est ici appropriée car nous nous intéressons à la phy-

sique nucléaire à basses énergies (typiquement moins de 20 MeV).

La réaction ne forme pas plus de 2 produits.

Cette hypothèse est la plus restrictive de toutes. En toute rigueur, il n’est pas possible d’appliquer
la théorie de la matrice R à des réactions dans lesquelles 3 produits ou plus sont formés. Dans notre
cas, cette hypothèse est acceptable car nous restons dans la région des faibles énergies où la rupture
du noyau composé en 3 fragments a peu de chance de se produire.

Il est de plus possible de traiter approximativement le cas d’une réaction avec plus de 2 produits
en la décrivant comme une succession de réactions à 2 produits.

Les processus de création ou de destruction sont négligeables.

Le hamiltonien du système ne contient donc ni opérateur de création, ni opérateur d’annihilation.
C’est-à-dire que nous n’avons pas à nous soucier de la quantification du champ électromagnétique.

Cette hypothèse revient principalement à exclure les réactions impliquant des photons. Il est
néanmoins possible de décrire également ces réactions moyennant des hypothèses supplémentaires :

– on suppose que le couplage entre les nucléons et le champ électromagnétique est faible (ce qui
permet d’utiliser la méthode des perturbations).

– au plus un photon est supposé présent dans le système à un instant donné. À cause de la
faiblesse du couplage, la probabilité de présence de plus d’un photon est de toute façon très
petite et peut donc être négligée la plupart du temps. Ce n’est en revanche pas vrai lorsque que
les règles de sélection des nombres quantiques interdisent les transitions à un seul photon, par
exemple les transitions entre 2 états de spins nuls.

En utilisant les hypothèses ci-dessus, les processus impliquant un photon peuvent être décrits par
la théorie de la matrice R de la même façon que les processus n’impliquant que des noyaux (à com-
prendre au sens large de groupes de nucléons, ce qui inclut les neutrons et les protons seuls).

Cette hypothèse disqualifie également les processus de désintégration β+ et β−, qui impliquent la
destruction d’un neutron et la création d’un proton (et vice-versa). Ces processus étant la principale
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manifestation de la force faible dans les réactions nucléaires, les exclure du champ d’études permet
de considérer que les seules forces en jeu sont l’interaction forte et l’interaction électromagnétique.
La parité est donc conservée lors des réactions nucléaires qui sont étudiées ici.

Existence pour toutes les paires c de noyaux d’une distance radiale de séparation ac finie.

Étant donnée une paire c de deux groupes de nucléons formant des noyaux (à comprendre dans
un sens large car un unique nucléon peut ici être considéré comme un noyau), la distance radiale
de séparation ac est définie comme la distance au-delà de laquelle il n’y a pas d’action polarisante
sur les nucléons d’un des groupes de la part de l’autre. Cela signifie qu’au-delà de cette distance
de séparation tout potentiel d’interaction au sein de la paire c peut s’écrire comme une fonction ne
dépendant que de la distance radiale : les interactions entre les deux noyaux peuvent s’écrire comme
une force centrale.

Notons que ac est arbitraire, car toute distance plus grande qu’une valeur donnée de ac est éga-
lement une distance radiale de séparation acceptable. Néanmoins pour la dérivation formelle de la
théorie de la matrice R, il est suffisant de garantir l’existence d’au moins une distance ac pour chaque
paire c. L’unicité de cette distance importe peu. En conséquence, tous les paramètres de la théorie
qui auront une interprétation physique, comme les sections efficaces ou la matrice de collision, ne
devront conserver aucune dépendance en ac.

Pour extraire les énergies des résonances et leurs largeurs des données expérimentales, il est né-
cessaire de disposer d’un ensemble de ac ayant une signification physique, afin de lever l’arbitraire
de la définition. C’est pourquoi dans la suite on considérera que les distances ac sont choisies égales à
leurs valeurs minimales. Dans le cas où il n’y a pas d’interaction de Coulomb entre les deux groupes
de nucléons, cette distance minimale est simplement la somme des rayons nucléaires. En effet, au-
delà de cette distance il n’y a plus d’interaction forte entre ces deux noyaux. Si les noyaux sont chargés
en revanche, la force coulombienne va causer l’excitation des nucléons internes à des distances bien
supérieures. Cela étant, ces excitations sont en pratiques assimilables à des perturbations faibles et ac

n’est alors qu’un peu plus grand que la somme des rayons nucléaires.
Dans la suite, pour une paire c de groupes de nucléons, la distance radiale de séparation ac sera

appelée le rayon du canal associé à cette paire.

1.3 L’espace de configuration

1.3.1 Paires séparées

On considère un système total de A nucléons, séparés en deux groupes chacun contenant A1
et A2 nucléons. Si pour chacun des groupes les nucléons sont liés alors ces groupes définissent deux
noyaux, dans les états quantiques α1 et α2 et avec les spins I1 et I2. On définit également les projections
de ces spins sur une direction donnée, i1 et i2. Cette paire de noyaux est appelée une paire séparée.
Nous verrons ultérieurement comment traiter le cas où un photon est présent. On parlera de paire de
noyaux quand il n’y a pas de photon et de paire de particules dans le cas général.

Au lieu des deux projections i1 et i2, il est possible de choisir de manière équivalente deux autres
nombres quantiques pour caractériser l’état de cette paire. On définit le spin de la paire s comme étant
la somme vectorielle des spins I1 et I2. s prend donc ses valeurs entre |I1 − I2| et I1 + I2. Le deuxième
nombre quantique nécessaire est alors la projection ν de s sur une direction donnée.

Pour compléter cette caractérisation, il est également nécessaire d’avoir des informations sur le
mouvement relatif des deux noyaux dans la paire. Comme nous ne nous intéressons qu’aux faibles
énergies, seuls quelques moments angulaires relatifs peuvent en pratique conduire à une réaction. La
représentation la plus utile est donc de considérer un état avec un moment angulaire orbital relatif l
et sa projection m bien définis. Cet état sera donc constitué d’une superposition d’ondes planes avec
des vecteurs d’onde dans toutes les directions de l’espace (à hautes énergies, il aurait été plus utile de
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considérer un état comme étant une onde plane ayant une direction de vecteur d’onde définie, mais
contenant toutes les valeurs de l).

Une paire séparée est donc caractérisée par l’ensemble de nombres quantiques c = {α(I1 I2)sνlm}.
Le symbole α désigne (α1α2) et contient le type et le niveau d’excitation de chaque noyau de la paire.
Pour une représentation alternative de la paire c il est possible d’additionner s et l pour obtenir le
moment angulaire total du système J. La projection de J est notée M. La donnée de J et M étant
équivalente à celle de ν et m, la représentation de la paire peut devenir c = {α(I1 I2)sl JM}.

Pour que les deux noyaux soient considérés séparés, leur distance radiale doit être supérieure à ac

qui a été défini plus haut. Ce paramètre ne dépendant que de α et non des autres nombres quantiques,
on peut le noter aα.

1.3.2 Région interne et canaux

Chaque nucléon ayant 5 degrés de liberté, 3 degrés pour les 3 dimensions spatiales plus 2 de-
grés venant de son spin intrinsèque, les A nucléons formant le système total occupent un espace de
configuration à 5A dimensions. Cet espace est divisé en plusieurs régions, l’une d’elles étant la ré-
gion interne, d’autres régions étant appelées les canaux et les régions restantes correspondent à des
situations de l’espace physique avec une probabilité d’occurrence très faible (comme, par exemple,
les désintégrations à 3 corps).

La région interne correspond à la situation où tous les A nucléons sont proches les uns des autres.
Plus précisément, on est dans la région interne si pour chaque paire α de noyaux avec respectivement
A1 et A2 nucléons, la distance radiale rα entre les deux noyaux est plus petite que le rayon aα corres-
pondant. La région interne est donc bornée par les surfaces rα = aα pour toutes les paires α possibles.
Intuitivement, la région interne correspond donc au noyau composé dans le cas des réactions qui
impliquent sa formation.

Les canaux sont les régions de l’espace de configuration correspondant au cas où les A nucléons
sont séparés en deux groupes de nucléons liés. Dans l’espace physique, un canal correspond à la
région avec une distance radiale rα plus grande que le rayon du canal aα pour une paire ayant un
paramètre α donné. Un canal pour une paire est séparé des autres par des régions où la probabilité
de présence est nulle. Cela implique que le passage d’un canal à un autre ne peut se faire qu’en
passant par la région interne. L’ensemble des canaux est appelée la région externe.

À une répartition (A1, A2) des nucléons donnée, plusieurs paires séparées c peuvent corres-
pondre. Toutes ces paires vont donc occuper le même canal dans l’espace de configuration. Sans
perte de généralité, on peut néanmoins considérer que chaque paire occupe un canal différent. En
effet, les fonctions d’onde des différentes paires ne peuvent pas se recouvrir car, d’après la définition
du rayon du canal, il n’y a pas de forces pouvant provoquer leur interaction hors de la région interne.
Tout se passe donc comme si chaque paire avait son propre canal ne recoupant aucun autre.

Un canal correspond donc à une paire séparée c donnée. C’est-à-dire qu’il est caractérisé par le
type des deux noyaux - noyau devant s’entendre ici au sens large de groupe lié de nucléon, le vocable
noyau s’appliquant également à un neutron ou à un proton seul - mais aussi par leurs états d’exci-
tation, ainsi que par le spin s et le moment angulaire relatif l de la paire, et, selon la représentation
choisie, par les nombres quantiques (ν, m) ou (J, M).

De plus, à cause de l’indiscernabilité des neutrons de même type, il y a exactement
(

N1
N

)(
Z1
Z

)

canaux différents qui correspondent à une même paire c, où N et Z sont les nombres de neutrons et
de protons dans A, idem pour N1 et Z1 dans A1. Lorsque l’on parle du canal associé à la paire c, il

s’agit implicitement de la somme de ces
(

N1
N

)(
Z1
Z

)
canaux.

Pour fixer les idées, voici une manière de se représenter une réaction nucléaire avec ce formalisme.
Initialement, la paire particule incidente - noyau cible se trouve dans un canal, appelé canal d’entrée.
Comme les canaux dépendent des états d’excitation interne et des nombres quantiques s et l, il y
a généralement plusieurs canaux d’entrée. Ensuite, la formation du noyau composé correspond au
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passage dans la région interne. Enfin, ce noyau se décompose en formant la paire de produits de la
réaction, qui correspond à un canal de sortie. À partir d’une même paire de réactifs, le canal de sortie
effectivement emprunté donne le type de la réaction. Par exemple, si le canal de sortie est l’un des
canaux d’entrée, nous sommes dans le cas d’une diffusion élastique. Il peut y avoir un grand nombre
de canaux de sortie différents.

Dans la suite, nous parlerons de "canaux de noyaux" lorsque nous ferons référence à des canaux
contenant une paire de noyaux, par opposition aux canaux contenant au moins un photon ou aux
"canaux de col" utilisés dans le cas particulier de la fission (cf partie 1.10).

1.3.3 Groupe de spin

L’ensemble des canaux ayant les mêmes valeurs de moment angulaire total J et de parité π forme
le groupe de spin Jπ.

Le moment J est conservé lors d’une réaction nucléaire. De plus, nous ne considérons ici que des
réactions nucléaires ne faisant pas intervenir l’interaction faible (par exemple pas de désintégration
β). La parité est donc elle aussi conservée (car seule l’interaction faible viole la conservation de la
parité). Ainsi, si le canal initial (i.e. contenant la paire de noyaux avant réaction) est dans le groupe
de spin Jπ, alors le canal final est dans le même groupe de spin.

Dans la suite, on omettra de noter la parité et le symbole J signifiera implicitement Jπ.

1.3.4 Surfaces de canaux

Les régions interne et externe sont séparées par l’ensemble des surfaces rα = aα. Pour un canal
associé au paramètre α, une telle surface est appelée la surface du canal. Ces surfaces peuvent se recou-
per mais les zones d’intersection correspondent à des situations physiques où plus de deux produits
sont formés, ce qui signifie qu’elles ont une probabilité négligeable. Comme dans le cas des canaux,
les différentes paires peuvent partager la même surface de canal mais tout se passe comme si chaque
paire avait la sienne en propre. On définit à nouveau Sc la surface du canal associé à la paire c comme

la somme des
(

N1
N

)(
Z1
Z

)
surfaces de canaux correspondants.

La surface totale de la région interne est S = ∑c Sc.

1.3.5 Quelques paramètres des canaux

Étant donné le canal associé à la paire c, voici les définitions de quelques paramètres qui seront
utilisés dans la suite.

µc ≡ µα =
mα1 mα2

mα1+mα2
la masse réduite ;

vc ≡ vα la vitesse relative d’un noyau de la paire par rapport à l’autre ;

Ec ≡ Eα = 1
2 µαv2

α l’énergie cinétique du système dans le référentiel du centre de masse ;

kc ≡ kα =

√
2µα|Eα|

h̄ le nombre d’onde (dans le cas où la paire ne contient pas de photon), h̄kc est la
quantité de mouvement d’un noyau de la paire dans le référentiel du centre de masse ;

ηc ≡ ηα =
µαZα1 Zα2 e2

4πǫ0 h̄2kα
le paramètre de Coulomb ;

ρc ≡ ρα = kαrα

Dans les précédentes définitions mα1 et mα2 sont les masses respectives des deux noyaux de la
paire, Zα1 et Zα2 leurs nombres de charges, rα est la distance radiale entre les deux noyaux, h̄ est la
constante de Planck réduite, e est la charge électrique élémentaire et ǫ0 est la permittivité du vide.
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1.4 Les fonctions d’onde

Les états du système sont décrits par des fonctions d’onde qui sont solutions de l’équation de
Schrödinger. Dans cette partie, les résultats de cette équation seront rapidement présentés. On ne
considère ici que des canaux ne contenant pas de photon.

1.4.1 Dans la région externe

Séparation des fonctions d’onde

Considérons dans la région externe de l’espace de configuration un système dans un état d’éner-
gie définie E. La fonction d’onde Ψ décrivant cet état est alors un vecteur propre de l’hamiltonien :

HΨ = E Ψ (1.6)

L’opérateur hamiltonien H du système est la somme de l’opérateur énergie potentielle V et de l’opé-
rateur énergie cinétique T, avec :

T = −∑
i

h̄2

2mi
∇2

i (1.7)

où mi est la masse du nucléon i et ∇i est l’opérateur nabla associé aux coordonnées (xi, yi, zi) de ce
nucléon. On peut montrer que :

T = − h̄2

2M
∇2

CM − h̄2

2µα
∇2

r + Tint,α1 + Tint,α2 (1.8)

où M est la masse totale du système, ∇CM est l’opérateur nabla associé aux coordonnées du centre
de masse, ∇r est l’opérateur nabla associé au vecteur coordonnées relatives~rα et Tint,αi désigne l’opé-
rateur énergie cinétique interne pour le noyau αi.

De la définition de la région externe, il résulte que l’énergie potentielle peut s’écrire :

V = Vc(rα) + vint,α1 + vint,α2 (1.9)

Vc(rα) est le potentiel s’exerçant entre les deux noyaux, il ne dépend que de la distance radiale relative
(car nous sommes dans la région externe). vint,αi est le potentiel interne du noyau αi.

L’hamiltonien total peut donc se décomposer en plusieurs parties :

H = H0 + Hc + Hα1 + Hα2 (1.10)

L’hamiltonien H0 = − h̄2

2M∇2
CM décrit le mouvement du centre de masse, Hc = − h̄2

2µα
∇2

r +Vc(rα) décrit
le mouvement relatif des deux noyaux de la paire et Hα1 = Tint,α1 + vint,α1 et Hα2 = Tint,α2 + vint,α2

décrivent les états internes de chacun de ces noyaux. On note Φ, χ, ψα1 et ψα2 les fonctions d’onde et
ǫ, E , Eα1 et Eα2 les énergies respectivement associées à ces hamiltoniens.

La fonction d’onde totale se décompose selon :

Ψ = Φ χ ψα1 ψα2 (1.11)

Et on a :
H0Φ = ǫ Φ Hα1 ψα1 = Eα1 ψα1

Hcχ = E χ Hα2 ψα2 = Eα2 ψα2

(1.12)

Dans la suite, dans un souci de simplification, on supposera que le centre de masse est au repos :
ǫ = 0. L’énergie totale est donc E = E + Eα1 + Eα2 et on ne considère plus Φ dans la fonction d’onde
totale.

Vc(rα) ne dépendant pas de l’orientation relative des spins I1 et I2, il y a dégénérescence des états
propres associés à Hc respectivement à ces orientations. On peut donc développer la solution Ψ sur
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une base d’états qui sont des combinaisons linéaires des produits ψα1 ψα2 . On choisit ces combinai-
sons pour que la fonction d’onde totale obtenue corresponde à un état ayant le spin de canal s et la
projection associée ν. Dans l’équation 1.11, le terme ψα1 ψα2 est alors remplacé par :

ψα,s,ν = ∑
i1+i2=ν

(I1 I2i1i2|sν)ψα1 I1i1 ψα2 I2i2 (1.13)

La notation (I1 I2i1i2|sν) désigne les éléments de la matrice de passage de la représentation (I1 I2i1i2)
à la représentation (I1 I2sν).

Les ψα,s,ν sont appelés les fonctions d’onde de spin de canal et décrivent le comportement des
états internes des deux noyaux dans le canal. Elles sont deux à deux orthogonales.

La résolution de l’équation Hcχ = E χ est possible grâce à la forme du potentiel Vc. La solution χ
s’écrit :

χ =
1
rα

uα,s,l(rα) il Yl
m(Ωα) (1.14)

où rα et Ωα sont respectivement la norme et la direction du vecteur reliant les deux noyaux. Les Yl
m

sont les harmoniques sphériques usuelles et les fonctions uα,s,l(rα) sont les solutions de l’équation de
Schrödinger radiale : [

d2

dr2
α

− l(l + 1)
r2

α

− 2µα

h̄2 (Vc − Eα)

]
uα,s,l(rα) = 0 (1.15)

On peut résoudre l’équation 1.15 s’il n’y a pas d’autres interaction entre les deux noyaux que la

force de Coulomb, c’est-à-dire si Vc =
Zα1 Zα2 e2

rα
. Il faut distinguer deux cas :

– Canaux à énergie positive, i.e. Ec ≥ 0 : L’équation 1.15 a alors deux solutions linéairement
indépendantes qui représentent les ondes incidentes (notées I+c ≡ I+α,l) et les ondes émises
(notées O+

c ≡ O+
α,l). On peut combiner ces deux solutions pour former deux autres solutions

réelles et linéairement indépendantes qui sont régulières (Fc) et irrégulières (Gc) à l’origine. Fc

et Gc sont les fonctions d’onde de Coulomb.

I+c = (Gc − iFc)eiwc (1.16)

O+
c = (Gc + iFc)e−iwc (1.17)

Avec

wc ≡ wαl =
l

∑
n=1

tan−1(ηα/n) (1.18)

– Canaux à énergie négative, i.e. Ec < 0 : Dans ce cas, sur les deux solutions linéairement in-
dépendantes de l’équation 1.15, une seule s’annule à l’infini et a donc un sens physique. Elle
correspond à une onde émise et est réelle :

O−
c ≡ O−

α,l = W(−ηα, l + 1/2, 2ρα) ≡ Wc(ρα, ηα) (1.19)

où W est la fonction de Whittaker.
Notons que l’on pourrait définir une fonction I−c comme le prolongement analytique de I+c ,
mais cette fonction ne s’annulerait pas à l’infini et n’aurait donc pas de sens physique.

Facteur de pénétration, facteur de décalage et déphasage

On définit la dérivée logarithmique de la fonction d’onde émise pour un canal c :

Lc ≡
(

ρc

Oc

dOc

dρc

)

rc=ac

= Sc + iPc (1.20)
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La partie réelle de Lc est appelée le facteur de décalage (ou shift factor en anglais) et est noté Sc. Cette
quantité s’appelle ainsi car elle est responsable d’un décalage entre les énergies de résonance et la
position des niveaux d’énergie du noyau composé.

La partie imaginaire de Lc est appelée facteur de pénétration et est notée Pc. Son nom est dû à son
rôle de facteur multiplicatif dans l’expression des largeurs de résonance.

On introduit également le wronskien :

ω̄c =

(
dOc

dρc
Ic −

dIc

dρc
Oc

)

rc=ac

(1.21)

et les quantités

Lc =

(
ρc

Ic

dIc

dρc

)

rc=ac

(1.22)

Bc =

(
ρc

IcOc

)

rc=ac

(1.23)

Pour les canaux à énergies positive et négative, on a :

S+
c =

[
ρc

F2
c + G2

c

(
Fc

dFc

dρc
+ Gc

dGc

dρc

)]

rc=ac

(1.24)

S−
c =

[
ρc

Wc

dWc

dρc

]

rc=ac

(1.25)

P+
c =

[
ρc

F2
c + G2

c

]

rc=ac

(1.26)

P−
c = 0 (1.27)

Le fait que P−
c soit égal à zéro signifie qu’aucun flux de particules n’est transmis de la région interne

vers les canaux à énergie négative.
Dans le cas des canaux à énergie positive, le rapport

Ωc =

(
Ic

Oc

)1/2

rc=ac

(1.28)

a un module égal à 1, et on peut écrire :

Ω+
c = ei(wc−φ+

c ) (1.29)

Ce qui définit le déphasage de diffusion sur sphère dure φ+
c (ou hard-sphere scattering phase shift en anglais).

On a :
φ+

c = tan−1(Fc/Gc) (1.30)

φ+
c est le déphasage causé lors de la diffusion sur une sphère dure de rayon ac, en l’absence d’interac-

tion coulombienne. Dans le cas des canaux à énergie positive, on a aussi les simplifications suivantes :

ω̄+
c = 2i (1.31)

L+
c = L+∗

c (1.32)

B+
c = P+

c (1.33)

L’opérateur ∗ est utilisé ici pour marquer la conjugaison complexe.
Les relations analogues pour les canaux à énergie négative nécessitent de fixer une valeur pour

ω̄−
c . Elles seront données en temps utile.
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Fonctions d’onde du canal complet

Nous pouvons maintenant écrire les fonctions d’onde décrivant l’état du canal complet. Considé-
rant un canal c caractérisé par la séquence (αslνm), il y a deux fonctions d’onde linéairement indé-
pendantes qui correspondent respectivement aux ondes incidentes et émises :

Iαslνm =
Iα,l

v1/2
α rα

ψαsν il Yl
m (1.34)

Oαslνm =
Oα,l

v1/2
α rα

ψαsν il Yl
m (1.35)

Ces expressions sont valables tant pour les canaux à énergie positive que pour ceux à énergie
négative.

On peut exprimer les mêmes fonctions d’onde en utilisant la représentation (αsl JM) :

Iαsl JM = ∑
ν+m=M

(slνm|JM) Iαslνm (1.36)

Oαsl JM = ∑
ν+m=M

(slνm|JM)Oαslνm (1.37)

Il sera utile pour la suite d’introduire les fonctions de surface comme étant le produit du terme
multiplicatif de la fonction radiale uα,s,l dans l’expression 1.14 et de la fonction d’onde ψαsν :

ζαslνm =
1
rα

ψαsν il Yl
m (1.38)

Cette famille de fonction est orthonormale sur la surface de la région interne S , et forme une base
des fonctions définies sur cette surface. Les fonctions correspondant au changement de représenta-
tion ζαsl JM = ∑ν+m=M (slνm|JM) ζαslνm ont les mêmes propriétés. Dans la suite, ces fonctions seront
notées ζc, la représentation utilisée étant implicitement donnée par l’index c.

Dans les développements à venir, nous allons avoir besoin de l’expression de la partie radiale de
la fonction d’onde complète, c’est-à-dire de uα,s,l , sur la surface interne S et de sa dérivée.

On introduit donc la quantité "valeur" (ζ∗c est le conjugué complexe de ζc) :

Vc =

√
h̄2

2µcac
uc(ac) =

√
h̄2

2µcac

∫

S
ζ∗c ΨdS (1.39)

et la quantité "dérivée" :

Dc =

√
ach̄2

2µc

(
duc

drc

)

rc=ac

= Vc +

√
ach̄2

2µc

∫

S
ζ∗c gradnΨdS (1.40)

où Ψ désigne la fonction d’onde complète du système et gradn est le gradient normal à S .

1.4.2 Dans la région interne

Dans la région interne, la fonction d’onde totale Ψ du système pour une énergie d’excitation
donnée E est composé de plusieurs fonctions d’onde ΨJ,M qui correspondent à des valeurs définies
de J et M. Ces fonctions d’onde correspondent au même état d’énergie E :

HΨJ,M = E ΨJ,M (1.41)

Elles peuvent être développées sur une base orthonormale d’états propres Xλ,J,M du hamiltonien H :

ΨJ,M = ∑
λ

Aλ,JXλ,J,M (1.42)
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Les Xλ,J,M sont solutions de l’équation du hamiltonien pour les valeurs propres réelles Eλ,J , qui ne
dépendent pas de M :

HXλ,J,M = Eλ,J Xλ,J,M (1.43)

Les quantités valeur et dérivée associées à ces fonctions internes Xλ,J,M sont habituellement notées,
avec c = (αsl JM) :

γλ,c ≡ Vλ,c =

√
h̄2

2µcac

∫

S
ζ∗c Xλ,J,MdS (1.44)

δ̄λ,c ≡ Dλ,c = γλ,c +

√
ach̄2

2µc

∫

S
ζ∗c gradnXλ,J,MdS (1.45)

Les quantités γλ,c et δ̄λ,c sont réelles et indépendantes de M. γλ,c est appelée la largeur réduite du
niveau d’énergie Eλ,J et γ2

λ,c a la dimension d’une énergie. γλ,c est liée à la probabilité de passage
de la région interne au canal c au voisinage du niveau d’énergie Eλ,J , c’est la "valeur" de la fonction
d’onde décrivant l’état interne d’énergie Eλ,J sur la surface du canal c. δ̄λ,c est la valeur de la "dérivée"
de cette fonction d’onde sur cette surface.

En utilisant le théorème de Green, il est possible de démontrer que, si τ désigne la région interne,
le produit scalaire de Xλ1,J,M et Xλ2,J,M vérifie :

(Eλ2,J − Eλ1,J)
∫

τ
X∗

λ2,J,MXλ1,J,M dτ = ∑
c
(γ∗

λ2,c δ̄λ1,c − γλ1,c δ̄∗λ2,c) (1.46)

La somme porte ici sur tous les canaux c qui ont les nombres quantiques J et M.
La résolution de l’équation de Schrödinger radiale (équation 1.15) nécessite de fixer une condition

au bord pour uc sur la surface interne S . On peut choisir cette condition de façon à rendre la famille
des Xλ,J,M orthogonale. On prend comme conditions au bord sur la surface S les relations suivantes :

δ̄λ,c

γλ,c
= Bc (1.47)

Où les paramètres Bc sont réels et indépendants de λ, c’est-à-dire qu’ils dépendent du canal c mais
pas du niveau d’énergie Eλ,J du système interne. Il est alors évident, d’après l’équation 1.46, que la
famille des Xλ,J,M est bien orthogonale.

Les coefficients Aλ,J de la décomposition de la fonction d’onde totale ΨJ,M dans la région interne
τ sont donc :

Aλ,J =
∫

τ
X∗

λ,J,MΨJ,M dτ (1.48)

ΨJ,M est la fonction d’onde qui décrit le système total, pour un état ayant des valeurs données des
nombres quantiques J et M, dans la région interne. Elle prend donc les mêmes valeurs que la fonction
d’onde totale dans la région externe lorsque l’on se place sur la surface S . Ses quantités valeur et
dérivée sont donc Vc et Dc, définies respectivement par les équations 1.39 et 1.40. De plus ΨJ,M est un
état propre du hamiltonien associé à E, en appliquant le théorème de Green on obtient une équation
similaire à 1.46, ce qui donne après simplifications :

Aλ,J =
1

Eλ,J − E ∑
c(J)

D0
c γλ,c (1.49)

D0
c = Dc − BcVc (1.50)

Le symbole c(J) signifie que la somme ne porte que sur les canaux qui ont leur moment angulaire
total égal à J (Aλ,J ne dépendant pas de M, il n’y a pas de condition sur la valeur de ce nombre
quantique).
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L’expression 1.42 devient alors :

ΨJ,M = ∑
c(J)

(

∑
λ

γλ,cXλ,J,M

Eλ,J − E

)
D0

c (1.51)

Cette équation lie la valeur de la fonction d’onde totale en tout point de la région interne à la
valeur de sa "dérivée" D0

c sur la surface S .

1.5 La matrice R dans le cas général

Soit un canal c′ = (α′, s′, l′, J′, M′). En partant de l’équation 1.51 qui donne la valeur de la fonction
d’onde totale dans la région interne, en la multipliant par la fonction de surface ζ∗c′ et en l’intégrant
sur la surface S , on obtient la relation fondamentale qui définit la matrice R :

Vc′ = ∑
c(J)

Rc′,cD0
c (1.52)

Si J′ 6= J, alors :

Vc′ =
∫

S
ζ∗c′ΨJ,M = 0 (1.53)

On a donc l’expression de l’élément de la matrice R qui correspond aux canaux c = (α, s, l, J, M) et
c′ = (α′, s′, l′, J′, M′) :

Rc′,c = ∑
λ

γλ,c′γλ,c

Eλ,J − E
δJ,J′ (1.54)

Où δJ,J′ est le symbole de Kronecker 1. Rappelons que J contient implicitement la parité π associée au
moment angulaire total donc δJ,J′ doit se comprendre au sens strict comme δJ,J′δπ,π′ .

On peut maintenant supprimer la référence explicite à J dans l’énergie des niveaux internes pour
retrouver l’expression usuelle des éléments de la matrice R :

Rc′,c = ∑
λ

γλ,c′γλ,c

Eλ − E
δJ,J′ (1.55)

La matrice R est donc symétrique et réelle (car les γλ,c sont réels).
La probabilité que toutes les particules soient dans un "système composé" correspondant à la

région interne de volume τ (mais qui n’est pas nécessairement un noyau composé) est :

∫

τ
|Ψ|2dτ = ∑

c,c′
D0

c
dRc′,c

dE
D0∗

c′ (1.56)

À l’aide du facteur de pénétration, on peut définir pour le canal c la largeur du niveau λ :

Γλ,c ≡ 2Pcγ2
λ,c (1.57)

Γλ,c est liée à la probabilité de pénétration du système interne dans le canal c, ce qui explique le
nom de facteur de pénétration donné à Pc. Cette quantité a la dimension d’une énergie et dépend de
l’énergie du système via Pc.

1. Le symbole de Kronecker est défini pour toute paire x, x′ par : δx,x′ = 1 si x = x′ et δx,x′ = 0 sinon.
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1.6 La matrice de collision U

1.6.1 Définition

Considérons une solution la plus générale possible de l’équation du hamiltonien dans la région
externe. Cette solution générale peut s’écrire comme une combinaison linéaire d’ondes incidentes et
émises :

Ψgenerale = ∑
c
(xcOc + ycIc) (1.58)

Pour un système donné, quand les amplitudes yc des ondes incidentes sont connues, les amplitudes
xc des ondes émises peuvent être déterminées par la connaissance de la nature du système. Il existe
donc une relation entre les xc et les yc. On exprime cette relation sous forme matricielle en définissant
la matrice de collision U :

x = −U y (1.59)

ou encore
xc = −∑

c′
Uc,c′yc′ (1.60)

Il sera utile par la suite de distinguer les cas des canaux à énergies positive et négative. On peut
donc décomposer U en 4 sous-matrices U++, U+−, U−+ et U−−. U++ désigne la restriction de U aux
canaux à énergie positive des côtés ondes incidentes et ondes émises, de même pour les 3 autres nota-
tions. Si on réordonne les canaux pour que ceux à énergie positive occupent les premières positions,
alors :

U =

(
U++ U+−

U−+ U−−

)
(1.61)

La matrice de collision à laquelle nous nous référerons en général correspond à la représentation
c = (α, s, l, J, M). Étant donnés deux canaux c et c′ ayant leurs moments angulaires totaux égaux, on
note :

Uc,c′ = U J
αsl,α′s′ l′ (1.62)

Notons que les éléments de la matrice U ne dépendent pas de M, en effet la valeur de M peut être
modifiée par une simple rotation des axes de coordonnées alors que la matrice de collision doit bien
évidemment rester invariante par une telle opération. Si les deux canaux sont tels que J 6= J′ alors la
conservation du moment angulaire total (et de la parité) implique qu’il ne peut pas y avoir passage
de c à c′ lors d’une réaction. On a donc dans ce cas :

Uc,c′ = 0 (1.63)

1.6.2 Propriétés de la matrice U

La matrice U a certaines propriétés qui ne dépendent pas d’une théorie des réactions nucléaires,
quelle qu’elle soit, mais qui s’appuient sur des principes physiques généraux.

Unitarité

La sous-matrice U++ est unitaire :

(
U++

)† (U++
)
= l1 (1.64)

l1 désignant la matrice identité. Cette propriété est une conséquence du principe physique de conser-
vation de la probabilité.
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Symétrie

On peut déduire du principe physique de réversibilité du temps que :
(
U++

)∗ (U++
)
= l1 (1.65)

et que (
U−+

) (
U++

)∗
+
(
U−+

)∗
= 0 (1.66)

Les équations 1.64 et 1.65 prouvent que U++ est symétrique :

U++ = tU++ (1.67)

1.7 Relation entre les matrices U et R

La matrice R spécifie la forme des fonctions d’ondes décrivant le système sur la surface S de la
région interne alors que la matrice de collision U spécifie leur forme à l’infini. Nous pouvons trouver
une relation entre ces deux matrices en rejoignant ces régions.

1.7.1 Établissement de la relation

L’équation 1.58 donne la forme générale de la fonction d’onde Ψ décrivant le système dans la ré-
gion externe. Cette forme peut être utilisée pour calculer les quantités valeur et dérivée sur la surface
S à l’aide des équations 1.39 et 1.40.

Vc =

√
h̄2

2µcac
uc(ac) (1.68)

Dc =

√
ach̄2

2µc

(
duc

drc

)

rc=ac

(1.69)

Or, on sait que :

Oc =
1√
vc

Ocζc (1.70)

Ic =
1√
vc

Icζc (1.71)

ζc étant la fonction de surface. La partie radiale associée à Oc est donc Oc et celle associée à Ic est Ic.
En remplaçant dans les équations ci-dessus et en utilisant la définition de kc, on obtient :

Vc =

√
h̄
2

(
ρ−1/2

c xcOc + ρ−1/2
c yc Ic

)
(1.72)

Dc =

√
h̄ac

2kc

(
xc

dOc

drc
+ yc

dIc

drc

)
(1.73)

La dérivée de Oc par rapport à ρc est égale à kc
dOc
drc

. On a la même relation pour la dérivée de Ic, ce qui
permet d’obtenir :

Dc =

√
h̄
2

(
ρ1/2

c xc
dOc

dρc
+ ρ1/2

c yc
dIc

dρc

)
(1.74)

Nous introduisons ensuite ces expressions dans la relation fondamentale de la matrice R, ce qui
permet de trouver :

(
ρ−1/2

c′ Oc′xc′ + ρ−1/2
c′ Ic′yc′

)
= ∑

c
Rc′,c

(
ρ1/2

c O′0
c xc + ρ1/2

c I′0c yc

)
(1.75)
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Avec les notations

ρcO′0
c ≡ ρc

dOc

dρc
− BcOc et ρc I′0c ≡ ρc

dIc

dρc
− Bc Ic

Nous pouvons écrire cette expression en notation matricielle. On note O la matrice diagonale dont
l’élément correspondant aux canaux c et c′ est Oc,c′ ≡ Ocδc,c′ . De même, on note dO

dρc
, O′0, I, dI

dρc
, I′0 et ρ

pour les matrices diagonales correspondant aux quantités évidentes. En revanche, les notations x et
y désignent les vecteurs dont les éléments sont respectivement xc et yc. Nous obtenons donc :

(
ρ−1/2O − R ρ1/2O′0

)
x = −

(
ρ−1/2 I − R ρ1/2 I′0

)
y (1.76)

On note U J la sous-matrice de U associée aux canaux avec le moment angulaire total J (même nota-
tion pour les autres matrices). De la définition de U, on déduit alors :

U J =
(

ρ−1/2O − R ρ1/2O′0
)−1 (

ρ−1/2 I − R ρ1/2 I′0
)

(1.77)

Que l’on peut réécrire :
U J = Ω W J Ω (1.78)

La matrice Ω est la matrice diagonale dont l’élément diagonal pour le canal c est défini par l’équation
1.28. Quant à la matrice W J , on peut la mettre aisément sous l’une des deux formes équivalentes
suivantes :

W J = B1/2
(

l1 − RJ L0
)−1 (

l1 − RJL0
)
B−1/2 (1.79)

W J = l1 + B1/2
(

l1 − RJ L0
)−1

RJB1/2ω̄ (1.80)

Comme ci-dessus, on a introduit les matrices diagonales B, L, L et ω̄ dont les éléments diagonaux
sont respectivement Bc, Lc, Lc et ω̄c. On définit ensuite deux nouvelles matrices diagonales :

L0 = L − B L0 = L− B (1.81)

En utilisant l’expression du wronskien pour les canaux à énergie positive, ω̄+
c = 2i, ainsi que les

expressions B+
c = Pc et L+

c = L∗
c pour ces mêmes canaux, on obtient l’expression de la sous-matrice

de W restreinte aux canaux à énergie positive :

W++ J = l1 + 2iP1/2
(

l1 − RJ L0
)−1

RJ P1/2 (1.82)

Nous avions vu que la fonction d’onde I−c n’avait pas de sens physique, ce qui implique qu’il ne
peut y avoir de situation physique avec une occurrence de cette fonction d’onde. La sous-matrice
W+− J peut donc être fixée égale à zéro. D’après l’équation 1.80, on voit qu’il est possible de réaliser
cela sans perturber les expressions de W++ J et W−+ J en fixant le wronskien nul pour les canaux à
énergie négative : ω̄−

c = 0.
On a alors, en abandonnant l’exposant J : W−− = l1 et W+− = 0, ce qui donne :

W =

(
W++ 0
W−+ l1

)
(1.83)

Il est alors possible de vérifier que W++ est symétrique, ce qui prouve a posteriori la symétrie de
U++ :

W++ = tW++ (1.84)

De plus :
WW∗ = l1 (1.85)
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Donc W++ est unitaire, ce qui prouve a posteriori l’unitarité de U++ :

(
W++

)† (W++
)
= l1 (1.86)

On a également :
(W−+)(W++)∗ + (W−+)∗ = 0 (1.87)

Enfin, nous définissons la matrice X par la relation :

W J = l1 + X Jω̄ (1.88)

X J est la sous-matrice de X pour des canaux appartenant au même groupe de spin Jπ. Si deux canaux
c et c′ n’appartiennent pas au même groupe de spin, on a alors Xc,c′ = 0. Il vient immédiatement :

X++ J = P1/2
(

l1 − RJ L0
)−1

RJ P1/2 (1.89)

X−+ =
1
2i

W−+ (1.90)

et nous pouvons choisir de fixer :
X+− = X−− = 0 (1.91)

1.7.2 Matrice des niveaux A

Le calcul de la matrice U à partir des expressions données ci-dessus peut s’avérer difficile en
pratique car il nécessite l’inversion de la matrice l1 − RL0 dont la dimension est égale au nombre de
canaux qui peut devenir assez grand (de l’ordre de plusieurs milliers). Dans certains cas, il peut donc
être avantageux de remplacer ce problème par un autre, en introduisant la matrice des niveaux A.
Cette matrice a pour dimension le nombre de niveaux d’énergie de la région interne (i.e. le nombre
de résonances) et non plus le nombre de canaux.

Commençons par supposer que l’on peut séparer la matrice R en 2 matrices, cette division corres-
pondant à l’établissement de deux groupes distincts de niveaux d’énergie G0 et G′ :

R = R0 + R′ (1.92)

R0 est choisie de façon à ce que l1 − R0L0 soit facilement inversible. Il est évidemment possible de
choisir R0 = 0. On impose de plus que R0 soit symétrique et que R′ soit une matrice R, c’est-à-dire
que pour le groupe G′ de niveaux d’énergie on ait :

R′
cc′ = ∑

λ∈G′

γλ,cγλ,c′

Eλ − E
(1.93)

On peut montrer que :

(
l1 − RL0)−1

R =
(
l1 − R0L0)−1

R0 +
(
l1 − R0L0)−1 (

l1 − R′L′)−1 R′ (l1 − L0R0)−1
(1.94)

avec
L′ = L0 (l1 − R0L0)−1

(1.95)

Introduisons maintenant le vecteur

βλ = L0 (l1 − R0L0)−1
γλ (1.96)

et la matrice ξ, dont l’élément pour deux niveaux µ et λ dans G′ est défini par :

ξλµ = ∑
c

βλcγµc (1.97)
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Cela nous permet de définir la matrice des niveaux A pour un système d’énergie E :

A = (e − E − ξ)−1 (1.98)

La matrice e est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les énergies Eλ des niveaux du
groupe G′. Par abus de langage, le symbole E désigne ici la matrice identité multipliée par l’énergie
E du système.

L’élément de la matrice inverse A−1 correspondant aux niveaux λ et µ du groupe G′ est donc :

A−1
λµ = (Eλ − E)δλ,µ − ∑

c
βλ,cγµ,c (1.99)

Notons que, la matrice R0 étant symétrique, les matrices L′, ξ et donc A sont symétriques.
Il est possible d’exprimer les matrices W et X en fonction, non plus de la matrice R, mais de la

matrice des niveaux. Pour les deux équations suivantes, les sommes ∑λ µ portent seulement sur les
niveaux d’énergie dans le groupe G′.

W J = l1 + B1/2

[
(
l1 − R0L0)−1

R0 + ∑
λ µ

(αλ × αµ)Aλµ

]
B1/2ω̄ (1.100)

Et

X++ J = P1/2

[
(
l1 − R0L0)−1

R0 + ∑
λ µ

(αλ × αµ)Aλµ

]
P1/2 (1.101)

On a utilisé le vecteur suivant :
αλ =

(
l1 − R0L0)−1

γλ (1.102)

La notation (αλ × αµ)Aλµ désigne la matrice dont l’élément correspondant aux canaux c et c′ est
αλ,c Aλµαλ,c′ .

Si on choisit R0 = 0, c’est-à-dire en prenant directement R′ = R, ces relations deviennent, pour
deux canaux c et c′ à énergie positive :

W J
cc′ = δc,c′ + 2iP1/2

c P1/2
c′ ∑

λ µ

γλ,cγµ,c′ Aλµ (1.103)

Et
X J

c,c′ = P1/2
c P1/2

c′ ∑
λ µ

γλ,cγµ,c′ Aλµ (1.104)

1.8 Expression des sections efficaces

Il est possible d’obtenir les sections efficaces en fonction de la matrice de collision. Cette par-
tie donne donc le dernier maillon de la chaîne liant les paramètres évalués, qui sont inclus dans la
matrice R, aux quantités physiques désirées, à savoir les sections efficaces.

Notons α la paire de réactifs, c’est-à-dire le neutron incident et le noyau cible. La réaction nucléaire
va transformer α en une paire de produits α′. Nous avons jusqu’à présent fait l’hypothèse que α′

ne contenait pas de photon, mais nous verrons ultérieurement que les formules données dans cette
partie restent valables même lorsque cette hypothèse n’est pas vérifiée.

1.8.1 Sections efficaces en fonction de U

En utilisant la définition de la matrice U dans l’équation 1.58, l’expression de la solution générale
de l’équation du hamiltonien dans la région externe s’écrit :

Ψgenerale = ∑
c,c′

(δc,c′Ic − Uc′,cOc′) yc (1.105)
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Considérons ensuite un cas fictif où la matrice de collision est simplement diagonale, avec des élé-
ments diagonaux de norme 1 qui contiennent le déphasage dû aux interactions de Coulomb (éven-
tuelles), c’est-à-dire que Uc′,c = e2iwc δc′,c. Dans ce cas, une fonction d’onde Ψ′ ayant les mêmes ampli-
tudes yc pour les ondes incidentes que précédemment s’écrit :

Ψ′ = ∑
c

(
Ic − e2iwcOc

)
yc (1.106)

Pour supprimer toute référence explicite aux ondes incidentes, on soustrait et on ajoute Ψ′ à l’équa-
tion 1.105. Comme nous voulons que la paire de réactifs soit α, on peut prendre nulles les amplitudes
yc′ des ondes incidentes correspondant à un canal avec α′ 6= α. De plus, nous ne considérons que
les paires de réactifs avec un spin s de projection ν sur l’axe de progression de l’onde incidente. La
projection du moment angulaire relatif sur cet axe est m = 0 car nous sommes dans le référentiel
du centre de masse. Les seuls yc pris non nuls sont donc ceux qui correspondent à un canal du type
c = (αslν0), avec l non fixé. Ces conditions insérées dans l’équation 1.105 permettent de définir une
solution particulière de l’équation du hamiltonien. Pour normaliser cette solution, on prend :

yc ≡ yαslν0 =
iπ1/2

kα

√
2l + 1 (1.107)

On obtient donc la solution particulière qui nous intéresse :

Ψpart = Ψ′
αsν + ∑

l
∑
c′

iπ1/2

kα

√
2l + 1

(
e2iwα′ l′ δc,c′ − Uc′,c

)
Oc′ (1.108)

Avec
Ψ′

αsν = ∑
l

(
Ic − e2iwαlOc

)
yc où c = (α, s, l, ν, 0) (1.109)

En prenant une forme asymptotique selon rα (c’est-à-dire loin de la région interne) de l’équation
1.108, on peut obtenir l’expression des amplitudes Aα′s′ν′,αsν(Ωα′) des ondes émises avec les nombres
quantiques α′, s′ et ν′. Ces amplitudes dépendent de Ωα′ , l’angle solide selon lequel les produits sont
émis. L’expression exacte de ces amplitudes est assez longue et sans grand intérêt ici, nous nous
contenterons donc de remarquer qu’une fois ces amplitudes connues on peut calculer les sections
efficaces différentielles avec :

dσαsν,α′s′ν′ = |Aα′s′ν′,αsν(Ωα′)|2 dΩα′ (1.110)

Cette section différentielle correspond à la réaction qui transforme une paire de réactifs α, ayant
un spin fixé s de projection ν, en une paire de produits α′, avec un spin donné s′ de projection ν′.

En réalité, nous sommes intéressés par la réaction qui transforme α en α′ sans aucun spin spécifié.
Pour aller plus loin, on supposera que ni les réactifs ni les produits ne sont polarisés, ce qui est le cas
qui nous intéresse. On peut alors obtenir la section différentielle en sommant sur tous les produits
qui contiennent α′, c’est-à-dire en sommant sur s′ et ν′, et en se ramenant à une seule paire de réactifs
sans spin déterminé, c’est-à-dire en prenant les moyennes sur s et sur ν.

Finalement, la section efficace différentielle pour la réaction transformant α en α′ est, dans le cas
où il n’y a polarisation ni des réactifs ni des produits :

dσα,α′(E, Ωα′) =
1

(2I1 + 1)(2I2 + 1) ∑
s,s′,ν,ν′

|Aα′s′ν′,αsν(Ωα′)|2 dΩα′ (1.111)

En intégrant l’équation 1.111 sur l’ensemble des angles solides accessibles et en utilisant l’expres-
sion de Aα′s′ν′,αsν, on obtient la section efficace de la réaction qui transforme la paire initiale α en une
paire α′ :

σα,α′(E) =
π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,s′,l,l′

∣∣∣e2iwα′ l′ δα′s′ l′,αsl − U J
α′s′ l′,αsl

∣∣∣
2

(1.112)
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Où E est l’énergie du système et où on a utilisé le facteur statistique de spin :

gJ,α =
2J + 1

(2I1 + 1)(2I2 + 1)
(1.113)

Rappelons à nouveau que J est une notation pour Jπ, avec π la parité associée. La somme ∑s,s′,l,l′ porte
sur tous les nombres quantiques s, s′, l et l′ compatibles avec les valeurs de α, α′ et J. Par exemple, les
sommes vectorielles J = s + l, J = s′ + l′ et s = Iα1 + Iα2 doivent être vérifiées, ainsi que des relations
analogues pour la parité.

Comme le cas qui nous intéresse en pratique est celui où la particule incidente est un neutron, il
n’y a pas d’interaction de Coulomb entre les réactifs. Donc ∀l, wαl = 0. Cela implique que :

e2iwα′ l′ δα′s′ l′,αsl = e2iwαl δα′s′ l′,αsl = δα′s′ l′,αsl (1.114)

L’équation 1.112 se simplifie alors en :

σα,α′(E) =
π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

{[
1 − 2Re

(
U J

αsl,αsl

)]
δα,α′ + ∑

s′,l′

∣∣∣U J
α′s′ l′,αsl

∣∣∣
2
}

(1.115)

Notons que comme α est la paire particule incidente - noyau cible, le canal correspondant est néces-
sairement à énergie positive. Si la paire de produits α′ correspond à un canal à énergie négative, alors
la probabilité de réaction est nulle : σα,α′(E) = 0. Dans le cas où α′ correspond à un canal à énergie
positive, on peut remplacer U par sa sous-matrice U++ dans l’équation 1.115. En sommant sur toutes
les paires de produits α′, on trouve la section efficace totale. La somme ∑s′,l′ se simplifie alors car U++

est unitaire :

σα,tot(E) =
2π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

[
1 − Re

(
U J

αsl,αsl

)]
(1.116)

Lorsque la paire de produits est égale à la paire de réactifs (y compris pour les niveaux d’excitation),
alors la réaction est une diffusion élastique. On obtient donc la section efficace de diffusion élastique
en posant α′ = α dans l’équation 1.115 :

σα,el(E) ≡ σα,α(E) =
π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

{
1 − 2Re

(
U J

αsl,αsl

)
+ ∑

s′,l′

∣∣∣U J
αs′ l′,αsl

∣∣∣
2
}

(1.117)

En posant au contraire α′ 6= α, on obtient la section pour une réaction différente de la diffusion
élastique :

σα,α′(E) =
π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l,s′,l′

∣∣∣U J
α′s′ l′,αsl

∣∣∣
2

(1.118)

On définit ensuite la section efficace d’absorption comme la différence entre la section totale et la
section de diffusion élastique :

σα,abs ≡ σα,tot − σα,el = ∑
α′ 6=α

σα,α′ (1.119)

σα,abs(E) =
π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

[
1 − ∑

s′,l′

∣∣∣U J
αs′ l′,αsl

∣∣∣
2
]

(1.120)

1.8.2 Sections efficaces en fonction de X

Il est plus commode en pratique d’utiliser la matrice X à la place de U pour le calcul des sec-
tions efficaces. Les formules données précédemment se transforment aisément. La paire des réactifs
α contenant un neutron, on a wα,l = 0.
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L’équation 1.115 qui donne la section efficace de la réaction transformant α en α′ se réécrit :

σα,α′ =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

{[
sin2(φα,l)

(
1 − 2X J,Im

αsl,αsl

)
− sin(2φα,l)X J,Re

αsl,αsl

]
δα,α′ + ∑

s′,l′

∣∣∣X J
α′s′ l′,αsl

∣∣∣
2
}

(1.121)

X J,Re désigne la partie réelle de la matrice X J , et X J,Im sa partie imaginaire.
Rappelons que α étant la paire particule incidente - noyau cible, le canal correspondant est néces-

sairement à énergie positive et que si la paire de produits α′ correspond à un canal à énergie négative,
alors : σα,α′(E) = 0.

On obtient comme précédemment la section efficace totale :

σα,tot(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

[
sin2(φα,l) + cos(2φα,l)X J,Im

αsl,αsl − sin(2φα,l)X J,Re
αsl,αsl

]
(1.122)

puis la section élastique :

σα,el(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

{
sin2(φα,l)

(
1 − 2X J,Im

αsl,αsl

)
− sin(2φα,l)X J,Re

αsl,αsl + ∑
s′,l′

∣∣∣X J
αs′ l′,αsl

∣∣∣
2
}

(1.123)

la section efficace correspondant à une réaction avec α′ 6= α :

σα,α′(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

∑
s′,l′

∣∣∣X J
α′s′ l′,αsl

∣∣∣
2

(1.124)

et enfin la section efficace d’absorption :

σα,abs ≡ σα,tot − σα,el (1.125)

σα,abs(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

[
X J,Im

αsl,αsl − ∑
s′,l′

∣∣∣X J
αs′ l′,αsl

∣∣∣
2
]

(1.126)

1.9 Méthode d’élimination de canaux de Teichmann et Wigner

1.9.1 Définitions

Dans les définitions données précédemment, les matrices R et U sont carrées et leur dimension
est égale au nombre de canaux, qu’ils soient à énergie positive ou négative. Or, il peut y avoir des
centaines, voire des milliers, de canaux et un nombre correspondant de paramètres à déterminer pour
pouvoir calculer la matrice R. Tous ces paramètres ne peuvent évidemment pas être déterminés, ne
serait-ce qu’à cause des limitations expérimentales. La méthode d’élimination qui va être présentée ici
permet de réduire la dimension des matrices R et U pour que le nombre de paramètres à déterminer
soit acceptable en pratique.

L’idée de cette méthode est de marquer certains canaux comme étant "éliminés", les autres étant
"retenus", et de remplacer la matrice R par une matrice plus petite, appelée matrice R réduite, dont la
dimension est égale au nombre de canaux retenus. Il est important de noter que la méthode d’éli-
mination n’introduit aucune approximation supplémentaire par rapport à la théorie de la matrice
R. L’information sur les canaux éliminés est encore présente dans la matrice réduite, même si elle
l’est implicitement. La seule limitation due à la réduction de la dimension est que l’on ne peut calcu-
ler directement en utilisant la matrice réduite que les sections efficaces correspondant à des canaux
non-éliminés.

On note Rrr la sous-matrice de R correspondant seulement aux canaux retenus. Cette sous-matrice
n’est pas la matrice réduite. De la même façon, on note Rre, Rer, Ree les autres sous-matrices de R,
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l’indice e faisant référence aux canaux éliminés. On adopte des notations analogues pour tous les
autres matrices et vecteurs (par exemple Vr est le sous-vecteur de V correspondant seulement aux
canaux retenus).

On note ℜ la matrice réduite. La dimension de cette matrice est en réalité le nombre total de
canaux et nous sommes principalement intéressés par sa sous-matrice ℜrr qui est bien une matrice
carrée dont la dimension est le nombre de canaux retenus. La sous-matrice ℜer pourrait également
s’avérer utile si nous voulions décrire une réaction dont les produits sont dans un canal éliminé. On
note à nouveau V et D les vecteurs définis respectivement par les relations 1.39 et 1.40, et D0 est le
vecteur défini par D0

c = Dc − BcVc. Les équations définissant la matrice réduite sont analogues à la
relation fondamentale définissant la matrice R :

Vr = ℜrrD0r (1.127)

Ve = ℜerD0r (1.128)

À l’aide de la relation 1.52, on en déduit l’expression de la matrice réduite en fonction de R :

ℜrr = Rrr + RreL0e (l1ee − ReeL0e)−1
Rer (1.129)

ℜer =
(
l1ee − ReeL0e)−1

Rer (1.130)

L0 étant diagonale, L0e signifie L0ee et l1ee est la matrice identité de dimension égale au nombre de
canaux éliminés.

On déduit de ce qui précède que ℜrr est symétrique. Cette matrice est également réelle si et seule-
ment si aucun canal à énergie positive n’est éliminé.

On peut ensuite exprimer la matrice de collision, ou de manière équivalente la matrice X, en
fonction de ℜ.

Wrr = l1rr + (Br)1/2 (l1rr −ℜrrL0r)−1 ℜrr(Br)1/2ω̄r (1.131)

Wer = (Be)1/2ℜer (l1rr − L0rℜrr)−1
(Br)1/2ω̄r (1.132)

La sous-matrice de Wrr correspondant aux canaux à énergie positive est symétrique. Elle n’est en
revanche unitaire que si aucun canal à énergie positive n’est éliminé.

Les sous-matrices de Xrr et Xer restreintes aux canaux à énergie positive sont donc :

Xrr ++ = (Pr)1/2 (l1rr −ℜrrL0r)−1 ℜrr(Pr)1/2 (1.133)

Xer ++ = (Pe)1/2ℜer (l1rr − L0rℜrr)−1
(Pr)1/2 (1.134)

Pour le calcul de la section σα,α′ si on suppose que tous les canaux contenant α, i.e. tous les canaux
d’entrée, sont retenus alors seules les matrices Xrr et Xer sont utiles. C’est-à-dire que connaître ℜrr

et ℜer est suffisant pour calculer σα,α′ , les sous-matrices ℜee et ℜre n’intervenant pas. Si on ne connaît
que la sous matrice ℜrr, alors on ne peut calculer σα,α′ que dans le cas où tous les canaux contenant α
et tous les canaux contenant α′ sont retenus.

1.9.2 Matrice réduite en fonction de la matrice des niveaux

Avec les mêmes hypothèses et notations que dans la partie 1.7.2, on décompose la matrice R en
R = R0 + R′. Il est alors possible d’exprimer la matrice réduite en fonction d’une matrice des niveaux
éliminée Ae :

ℜrr = R0rr + R0reL′eeR0er + ∑
λ,µ∈G′

(ωr
λ × ωr

µ)Ae
λ,µ (1.135)

ℜer = ∑
λ,µ∈G′

(αe
λ × λr

µ)Ae
λ,µ (1.136)
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Avec
L′ = L0 (l1 − R0L0)−1

(1.137)

ωr
λ = γr

λ + R0reL′eeγe
λ (1.138)

αλ =
(
l1 − R0L0)−1

γλ (1.139)

Et la matrice des niveaux éliminée est définie en utilisant les mêmes matrices e et E que dans la partie
1.7.2 :

Ae = (e − E − ξe)−1 (1.140)

La matrice symétrique ξe est définie par un produit scalaire portant seulement sur les canaux élimi-
nés :

ξe
λ,µ = (γe

λ|L′eeγe
µ)e (1.141)

On a donc l’expression suivante pour les éléments de l’inverse de Ae :

(Ae)−1
λ,µ = (Eλ − E)δλ,µ − ∑

e,e′
γλ,eL′

e,e′γµ,e′ (1.142)

pour tous les niveaux λ et µ du groupe G′. La somme ∑
e,e′

porte sur tous les canaux éliminés, notés e

et e′.
Il est toujours possible d’utiliser la matrice des niveaux complète A définie dans la partie 1.7.2.

En utilisant les indices r et r′ pour les canaux retenus, les éléments de A−1 sont :

A−1
λ,µ = (Ae)−1

λ,µ − ∑
r,e′

γλ,rL′
r,e′γµ,e′ − ∑

e,r′
γλ,eL′

e,r′γµ,r′ − ∑
r,r′

γλ,rL′
r,r′γµ,r′ (1.143)

On peut alors exprimer X en fonction de cette matrice des niveaux. Les sous-matrices de Xrr et Xer

restreintes aux canaux à énergie positive sont :

Xrr ++ = (Pr)1/2

[
(
l1rr − R0rrL0r)−1

R0rr + ∑
λ,µ

(αr
λ × αr

µ)Aλ,µ

]
(Pr)1/2 (1.144)

Xer ++ = (Pe)1/2

[

∑
λ,µ

(αe
λ × αr

µ)Aλ,µ

]
(Pr)1/2 (1.145)

1.9.3 Cas particulier important

Supposons que tous les canaux éliminés, repérés par l’indice e, aient leurs largeurs de résonance
2Peγ

2
λ,e très faibles devant l’espacement des niveaux d’énergie, quel que soit le niveau λ considéré.

Supposons de plus que les amplitudes des γλ,e aient des signes aléatoires non corrélés entre eux.
Alors les éléments non diagonaux dans l’expression 1.142 peuvent être négligés et on a donc :

(Ae)−1
λ,µ ≈

(
Eλ − E − ∑

e,e′
γλ,eL′

e,e′γλ,e′

)
δλ,µ =

(
Eλ − E − ∆e

λ − i
2

Γe
λ

)
δλ,µ (1.146)

Avec

∆e
λ = Re

(

∑
e,e′

γλ,eL′
e,e′γλ,e′

)
(1.147)

Γe
λ = 2 Im

(

∑
e,e′

γλ,eL′
e,e′γλ,e′

)
(1.148)
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Sous cette approximation la matrice des niveaux éliminée devient donc diagonale, ce qui permet
de simplifier grandement les calculs. En effet l’élément de la matrice réduite correspondant à deux
canaux c et c′ retenus devient :

(ℜrr)c,c′ ≈ R0
c,c′ +

(
R0reL′eeR0er)

c,c′ + ∑
λ

ωλ,cωλ,c′

Eλ − E − ∆e
λ − i

2 Γe
λ

(1.149)

Et, pour un canal retenu c et un canal éliminé e :

(ℜer)e,c ≈ ∑
λ

αλ,eγλ,c

Eλ − E − ∆e
λ − i

2 Γe
λ

(1.150)

Remarquons que si on prend R0 = 0 alors L′
cc′ = L0

c δcc′ , donc :

∆e
λ = ∑

e éliminé
(Se − Be)γλ,e (1.151)

Γe
λ = ∑

e éliminé
2Peγλ,e (1.152)

La matrice réduite devient simplement :

(ℜrr)c,c′ ≈ ∑
λ

γλ,cγλ,c′

Eλ − ∆e
λ − E − i

2 Γe
λ

(1.153)

(ℜer)e,c ≈ ∑
λ

γλ,eγλ,c

Eλ − E − ∆e
λ − i

2 Γe
λ

(1.154)

On reconnaît presque la définition d’une matrice R (cf équation 1.55), avec un facteur complexe sup-
plémentaire au dénominateur. On remarque aussi que Se a pour effet de décaler les niveaux d’énergie
de Eλ à Eλ − ∆e

λ, ce qui justifie son nom de facteur de décalage.
La matrice des niveaux devient :

A−1
λ,µ ≈

(
Eλ − E − ∑

e éliminés
γλ,eL0

e γλ,e

)
δλ,µ − ∑

r retenus
γλ,rL0

r γµ,r (1.155)

1.10 Cas particulier de la fission

Dans un noyau, deux types de forces s’opposent. La première, l’interaction forte, est responsable
de la cohésion du noyau et, du fait de sa faible portée, s’exerce principalement entre nucléons voisins.
Il résulte de cette interaction ce que l’on appelle, par analogie avec une goutte liquide, une force
de tension de surface. Cette première force tend donc à donner une forme sphérique au noyau. La
deuxième force est la répulsion coulombienne entre les protons qui tend au contraire à déformer le
noyau pour diminuer son énergie électrostatique. La compétition entre ces deux forces dans le noyau
composé peut avoir pour résultat une fission.

On peut caractériser la déformation du noyau composé par une famille de paramètres. Pour sim-
plifier nous n’en considérerons ici qu’un seul : l’espacement d entre les deux fragments éventuels.
Lorsque d est petit le noyau est "entier" et lorsque d devient grand les deux fragments sont séparés et
la fission a eu lieu. À ce paramètre de déformation nous pouvons associer un potentiel effectif, somme
de l’énergie coulombienne et de l’énergie de surface. La figure 1.3 (extraite de ref [22]) montre une
allure qualitative de ce potentiel pour les noyaux stables vis-à-vis de la fission spontanée. Les lignes
pointillées montrent les allures des énergies coulombienne et de surface. Avant de pouvoir suffisam-
ment déformer le noyau pour commencer le processus de fission, il faut vaincre la force de tension de
surface. C’est pour cela que la courbe présente une barrière potentielle. L’énergie d’activation néces-
saire pour qu’une fission puisse avoir lieu est notée ǫA. Si la fission a lieu alors d tend vers l’infini et
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l’énergie libérée est Q. En réalité, il y a plusieurs paramètres de déformation et le potentiel est donc
dans un espace à plusieurs dimensions. Le chemin suivi pour aller de l’état initial (le noyau initial
dans son état fondamental) à l’état final (les deux fragments de fission totalement séparés) est celui
de plus faible énergie. Le maximum par lequel passe réellement le noyau est donc le plus petit des
maxima d’énergie potentielle possibles, que l’on appelle le col d’énergie.

FIGURE 1.3 – Potentiel effectif de déformation

La fission est un processus aléatoire pouvant produire un grand nombre de paires de produits
différentes. D’après la théorie générale que nous avons exposée ci-dessus, chacune de ces paires de
produits est associée à un "canal de noyaux" distinct. Or, l’expérience montre que tout se passe comme
si la réaction de fission n’était associée qu’à quelques canaux de sortie. Cet apparent paradoxe a été
expliqué par A. Bohr. Lors du processus de fission, le noyau déformé passe par des états transitoires
d’énergie au niveau du col. Bohr a montré qu’à cause des restrictions dues aux conservations de la
parité, du moment angulaire et de l’énergie, seuls un faible nombre de ces états transitoires étaient
en réalité accessibles. Lorsque que le système est au niveau du col, les forces nucléaires s’exercent
encore entre les deux fragments. Le col est donc dans la région interne. Un état d’énergie λ du noyau
composé peut donc s’écrire comme une combinaison de ces états transitoires f , avec les amplitudes
yλ f . La largeur réduite correspondant à λ pour le canal de noyaux c est alors :

γλc = ∑
f

b f cyλ f (1.156)

Les coefficients b f c, indépendants de λ, donnent la dépendance de la fonction d’onde externe dans
l’état transitoire f . La largeur totale de fission, que l’on définit comme la somme des largeurs pour
les canaux de noyaux c correspondant à la fission est donc :

Γλ,F ≡ ∑
c

Γλc = ∑
f

y2
λ f

(

∑
c

2Pcb2
f c

)
+ ∑

f
∑

f ′ 6= f

yλ f yλ f ′

(

∑
c

2Pcb f cb f c′

)
(1.157)

S’il y a un grand nombre de canaux de noyaux c et si on suppose que la distribution des signes des
b f ,c est aléatoire relativement à f et à c, alors le deuxième terme du membre de droite est négligeable
devant le premier et on peut donc définir une largeur du niveau λ pour l’état transitoire f :

Γλ f ≡ y2
λ f

(

∑
c

2Pcb2
f c

)
(1.158)

Et
Γλ,F = ∑

f

Γλ f (1.159)
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De même, le terme ∑c
√

Γλc
√

Γµc = 2 ∑c γλcPcγµc qui apparaît dans l’expression de la matrice des
niveaux, cf équation 1.99, peut s’exprimer :

∑
c

√
Γλc

√
Γµc = ∑

f

yλ f yµ f

(

∑
c

2Pcb2
f c

)
+ ∑

f
∑

f ′ 6= f

yλ f yµ f

(

∑
c

2Pcb f cb f c′

)
(1.160)

Le deuxième terme du membre de droite est à nouveau négligeable, et on obtient :

∑
c

√
Γλc

√
Γµc = ∑

f

√
Γλ f

√
Γµ f (1.161)

On remarque donc que sous l’hypothèse d’un grand nombre de canaux de noyaux (avec une distribu-
tion de signes aléatoire pour les b f c), tout se passe comme si les états transitoires f étaient en fait les
canaux de sortie. On appelle ces états transitoires les canaux de col.

À cause des relations 1.159 et 1.161, les équations présentées dans les parties précédentes conti-
nuent à s’appliquer lorsque l’on remplace les canaux de noyaux par les canaux de col pour la fission.
On passe donc d’une situation où les canaux de sortie sont très nombreux à une situation où ils sont
peu, en pratique pas plus de 3. Il faut noter ce faible nombre de canaux de sortie est cohérent avec les
observations expérimentales. Dans toute la suite, lorsque nous parlerons des canaux dans le cas de la
fission, nous ferons donc référence aux canaux de col.

Notons qu’expérimentalement des situations plus complexes ont été observées, avec plusieurs
cols d’énergie potentielle successifs. Cela ne change pas le fait que le phénomène de fission peut se
décrire avec un faible nombre de canaux de sortie.

1.11 Prise en compte des canaux contenant des photons

Il est possible de tirer avantage du faible couplage entre les nucléons et le champ électromagné-
tique pour inclure les photons dans la théorie de la matrice R. Grâce à la faiblesse de ce couplage, la
méthode des perturbations peut être utilisée pour décrire les phénomènes électromagnétiques. Nous
nous limitons ici aux cas où au plus un photon est présent à la fois. Étant donné la faiblesse du cou-
plage, il est très improbable que deux photons soient présents simultanément. Cette hypothèse est
donc peu restrictive. Elle exclut cependant les cas particuliers où les transitions à un photon sont in-
terdites par les restrictions sur les nombres quantiques, comme par exemple la transition entre deux
états de spin nul.

On note H(1)(A) le hamiltonien décrivant la perturbation électromagnétique due à l’émission du
photon. Il est fonction du potentiel vecteur électromagnétique A. Sous l’hypothèse du faible cou-
plage, nous pouvons avoir recours à la théorie des perturbations. Selon celle-ci la probabilité de tran-
sition T d’un état initial Ψc, qui correspond à la fonction d’onde interne du système pour une onde
incidente dans le canal c, vers un état final Φp, qui correspond à l’émission d’un photon dans l’angle
solide dΩ, est :

T =
2π

h̄

∣∣∣〈Ψc|H(1)(A)|Φp〉
∣∣∣
2

dρ (1.162)

Où dρ est la densité d’états contenant un photon avec une direction dans l’angle solide dΩ. Cette
probabilité est égale à

∣∣Upc
∣∣2, le carré du module de l’élément de la matrice de collision correspondant

au passage du canal d’entrée c au canal de sortie p contenant le photon.
Comme précédemment, l’élément (p, c) de la matrice W est donné par :

Upc = ΩpWpcΩc (1.163)

On pose Γλ,c ≡ 2Pcγ2
λ,c et on définit la largeur Γλ,p du niveau λ pour le canal p de façon à ce que Wpc

soit sous une forme identique à celle de l’équation 1.103 (qui avait été obtenue pour des canaux de
noyaux) :

Wpc = i ∑
λ µ

√
Γλ,c

√
Γµ,p Aλµ (1.164)
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La matrice des niveaux A est toujours définie par l’équation 1.99 mais avec la somme qui porte main-
tenant sur tous les canaux, y compris ceux avec un photon. À partir de cette matrice A, nous pouvons
évidemment définir les éléments Rcp de la matrice R correspondant aux canaux p. Leur expression
est identique à celle des éléments pour les canaux de noyaux, qui est donnée par l’équation 1.55.

En utilisant l’équation 1.162, on peut montrer que l’équation 1.164 est exacte si :

Ωp

√
Γλ,p =

√
2πdρ

∫

τ
X∗

λ,JM H(1)(A)Φpdτ (1.165)

Xλ,JM étant un état propre de la région interne. Cette définition implique donc que seules les fonctions
d’onde de la région interne participent au couplage avec le champ électromagnétique. Or les canaux
de noyaux (dans la région externe) participent eux aussi au couplage comme le montre l’expérience
[28]. Il est possible de lever cette difficulté en choisissant de faire tendre les rayons ac vers l’infini.
La région interne est alors effectivement la seule à participer au couplage. Néanmoins cette solution
n’est pas souhaitable car elle a pour conséquence de retirer aux états Xλ,JM leur signification physique
et donc leur correspondance avec les résonances. Il est donc préférable de garder la définition usuelle
des ac et de modifier l’expression 1.164 pour y inclure une contribution de la région externe. Dans
l’équation 1.162, la fonction d’onde Ψc correspond à un état interne, il suffit donc de lui ajouter une
fonction d’onde décrivant le système dans la région externe.

Finalement, on montre que la prise en compte de l’effet de la région externe revient à ajouter aux
éléments de la matrice de collision correspondant aux photons une partie additionnelle. Pour des
raisons de notation, on conserve l’équation 1.163 et on modifie Wpc :

Wpc = i ∑
λ µ

√
Γλ,c

√
Γµ,p Aλµ + Wadd

pc (1.166)

Cette partie additionnelle ajoute un terme non résonnant dans l’expression de la section efficace de
capture radiative. Notons que les équations de la partie 1.7.2 montrent que l’ajout de ce terme est
équivalent à l’ajout d’une matrice symétrique R0 à la matrice R.

Dans la plupart des cas, la contribution de la région externe est très faible et on peut négliger le
terme additionnel Wadd

pc . Les canaux contenant un photon sont alors traités exactement comme les
"canaux de noyaux". Cette contribution peut devenir sensible pour des noyaux légers. Il y a alors une
petite dissymétrie dans le traitement des canaux contenant un photon à cause du terme additionnel.
Les sections efficaces s’obtiennent néanmoins avec les équations de la partie 1.8.

1.12 Approximations usuelles de la théorie de la matrice R

Les équations de la théorie générale de la matrice R peuvent s’avérer coûteuses en terme de temps
de calcul. Plusieurs approximations ont donc été développées pour accélérer les calculs que nous
allons rapidement décrire ici.

1.12.1 Formalisme Single-Level Breit-Wigner

Le formalisme Single-Level Breit-Wigner (SLBW) est une approximation qui consiste à supposer
qu’il n’y a pas d’interférence entre les résonances. C’est-à-dire que chaque niveau d’énergie Eλ se
comporte comme s’il était seul. Cette approximation est donc acceptable si chaque pic de résonance
a une largeur beaucoup plus petite que son espacement avec ses voisins. C’est en pratique souvent
le cas pour les noyaux non fissiles. En revanche, pour les noyaux fissiles les largeurs des résonances
sont du même ordre de grandeur que leur espacement. Le formalisme Single-Level Breit-Wigner est
alors une très mauvaise approximation, il ne permet notamment pas de rendre compte des asymétries
pouvant être présentes dans certains pics de résonance de la section de fission [29].
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Pour établir les formules dans cette approximation, on commence par supposer qu’il n’y a effec-
tivement qu’un seul niveau que l’on nomme λ. On suppose que ce niveau appartient au groupe de
spin Jπ. La matrice R s’écrit alors, pour deux canaux de ce groupe de spin :

Rcc′ =
γλcγλc′

Eλ − E
(1.167)

La matrice des niveaux A correspondante est de dimension 1, c’est-à-dire que A est un scalaire. En
appliquant l’équation 1.99 (avec R0 = 0), on trouve :

1
A

= Eλ − E − ∆λ − i
2

Γλ (1.168)

Avec les quantités
∆λ = ∑

c
S0

c γ2
λ,c et Γλ = 2 ∑

c
Pcγ2

λ,c (1.169)

Avec l’équation 1.104 on obtient la matrice X :

Xcc′ =
1
2

Γ1/2
λ,c Γ1/2

λ,c′

Eλ − E − ∆λ − i
2 Γλ

(1.170)

où on a à nouveau utilisé les largeurs de niveau :

Γλ,c = 2Pcγ2
λ,c (1.171)

Puis on applique la relation 1.123 pour obtenir la section efficace élastique σλ
α,el pour une paire de

réactifs α, dans le cas d’un niveau d’énergie unique λ :

σλ
α,el =

π

k2
α

gJ ∑
s,l

[
4 sin2 φl +

2(E − E′
λ) sin(2φl)Γλ,αsl J − 2 sin2 φlΓλ,αsl JΓλ + Γλ,αsl J ∑s′,l′ Γλ,αs′ l′ J

(E′
λ − E)2 + 1

4 Γ2
λ

]

(1.172)
Avec E′

λ = Eλ − ∆λ l’énergie effective de la résonance correspondant au niveau λ. Les sommes sur
s et l doivent respecter la condition s + l = J. Enfin, comme le niveau λ correspond à un unique
moment angulaire total J, la somme sur J disparaît de la formule.

La section efficace élastique dans le cas où il n’y a aucune interférence entre les niveaux s’ob-
tient en additionnant les sections correspondant à un niveau unique. Cette somme porte sur tous les
niveaux d’un groupe de spin puis sur tous les groupes de spin :

σα,el = ∑
J

∑
λ

σλ
α,el (1.173)

En utilisant les règles de sélection des valeurs dans la somme vectorielle J = s + l, on montre que :

∑
J,s

gJ = 2l + 1 (1.174)

On obtient donc :

σα,el(E) =
4π

k2
α

∑
l

(2l + 1) sin2 φl +

π

k2
α

∑
l,J

[
gJ ∑

λ

2(E − E′
λ) sin(2φl)∑s Γλ,αsl J − 2 sin2 φlΓλ ∑s Γλ,αsl J + ∑s Γλ,αsl J ∑l′,s′ Γλ,αs′ l′ J

(E′
λ − E)2 + 1

4 Γ2
λ

]
(1.175)

La partie 4π
k2

α
∑l(2l + 1) sin2 φl de cette section n’est pas résonnante. Elle traduit le phénomène de

diffusion potentielle élastique que nous avons exposé dans la première partie de ce chapitre.
De même, on obtient la section efficace de la réaction transformant α en α′ 6= α :

σα,α′(E) =
π

k2
α

∑
J

gJ

[

∑
λ

∑l,s Γλ,αsl J ∑l′,s′ Γλ,α′s′ l′ J

(E′
λ − E)2 + 1

4 Γ2
λ

]
(1.176)
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1.12.2 Formalisme Multi-Level Breit-Wigner

Le formalisme Multi-Level Breit-Wigner (MLBW) permet d’étendre le domaine de validité du for-
malisme SLBW en introduisant un terme d’interférence entre les différents niveaux. Pour conserver
la rapidité de calcul des formules, l’interférence entre les niveaux n’est pas complètement introduite :
les termes non-diagonaux de la matrice des niveaux A sont négligés. Ce nouveau formalisme est donc
un peu meilleur que le SLBW lorsqu’il s’agit de traiter les noyaux fissiles, mais il reste insuffisamment
précis en pratique.

On suppose donc que les termes non-diagonaux de A sont négligeables. A devient alors une
matrice diagonale dont les éléments sont, d’après l’équation 1.99 (avec R0 = 0) :

A−1
λµ ≈ (Eλ − E − ∆λ − i

2
Γλ)δλ,µ (1.177)

Avec les définitions de ∆λ et Γλ données précédemment. La matrice X est alors facilement obtenue
par l’équation 1.104 :

Xcc′ =
1
2 ∑

λ

Γ1/2
λ,c Γ1/2

λ,c′

Eλ − E − ∆λ − i
2 Γλ

(1.178)

La section efficace élastique, donnée par l’expression 1.123, est donc :

σα,el(E) =
4π

k2
α

∑
l

(2l + 1) sin2 φl +
π

k2
α

∑
J

[
gJ ∑

λ
∑

λ′ 6=λ
∑

l,s,l′,s′

Γ1/2
λ,αsl JΓ

1/2
λ′,αsl JΓ

1/2
λ,αs′ l′ JΓ

1/2
λ′,αs′ l′ J

(E′
λ − E − i

2 Γλ)(E′
λ′ − E + i

2 Γλ′)

]
+

π

k2
α

∑
l,J

[
gJ ∑

λ

2(E − E′
λ) sin(2φl)∑s Γλ,αsl J − 2 sin2 φlΓλ ∑s Γλ,αsl J + ∑s Γλ,αsl J ∑l′,s′ Γλ,αs′ l′ J

(E′
λ − E)2 + 1

4 Γ2
λ

]
(1.179)

On reconnaît dans cette expression la section efficace élastique dans le cas SLBW avec un terme ad-
ditionnel qui modélise les interférences entre les niveaux λ et λ′.

On a de même la section efficace de la réaction transformant α en α′ 6= α, avec à nouveau un terme
supplémentaire par rapport au cas SLBW :

σα,α′(E) =
π

k2
α

∑
J

gJ ∑
λ

[
∑l,s Γλ,αsl J ∑l′,s′ Γλ,α′s′ l′ J

(E′
λ − E)2 + 1

4 Γ2
λ

+ ∑
λ′ 6=λ

∑
l,s,l′,s′

Γ1/2
λ,αsl JΓ

1/2
λ′,αsl JΓ

1/2
λ,α′s′ l′ JΓ

1/2
λ′,α′s′ l′ J

(E′
λ − E − i

2 Γλ)(E′
λ′ − E + i

2 Γλ′)

]

(1.180)

1.12.3 Formalisme Adler-Adler

Le formalisme Adler-Adler est très rarement utilisé dans les évaluations nucléaires actuelles.
Nous le présentons tout de même rapidement car il fait partie des formalismes acceptés par le format
ENDF.

L’idée de départ consiste à diagonaliser la matrice A à l’aide d’une matrice orthogonale O de
façon à la mettre sous la forme :

A = O−1(ǫ − E)−1O (1.181)

où la matrice ǫ est diagonale et complexe. L’élément de la matrice A pour les niveaux λ et µ est donc :

Aλ,µ = ∑
ν

OλνOµν

ǫν − E
(1.182)

En posant g1/2
ν,c = ∑λ OλνΓ1/2

λ,c , on obtient :

Xcc′ =
1
2 ∑

ν

g1/2
ν,c g1/2

ν,c′

ǫν − E
(1.183)
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L’approximation Adler-Adler consiste à supposer que les gν,c ne dépendent pas de l’énergie et à ne
considérer que la contribution des canaux de type s (c’est-à-dire avec un nombre quantique l = 0).
Avec ces hypothèses et l’expression de X, on obtient la section efficace élastique :

σα,el(E) =
4π

k2
α

sin2 φ0 +
2π

k2
α

∑
J

gJ

[
gλ,αs0J ∑

λ

(E − µλ) sin(2φ0)− νλ sin2(φ0)

(µλ − E)2 + ν2
λ

]
+

2π

k2
α

∑
J

gJ

[

∑
λ

νλGαs0J,αs0J
λ + (µλ − E)Hαs0J,αs0J

λ

(µλ − E)2 + ν2
λ

]
(1.184)

et la section efficace de la réaction transformant α en α′ 6= α :

σα,α′ =
2π

k2
α

∑
J

gJ

[

∑
λ

νλGαs0J,α′s0J
λ + (µλ − E)Hαs0J,α′s0J

λ

(µλ − E)2 + ν2
λ

]
(1.185)

Nous avons posé

ǫλ = µλ − iνλ et Hc,c′
λ − iGc,c′

λ = ∑
λ′

g1/2
λ,c g1/2

λ,c′ g
1/2
λ′,c g1/2

λ′,c′

ǫ∗λ′ − ǫλ
(1.186)

Notons que la valeur l = 0 étant imposée, les sommes sur l et l′ disparaissent. De plus, la condition
J = s + l implique alors s = J donc les sommes sur s et s′ disparaissent également.

L’approximation Adler-Adler est efficace pour les isotopes fissiles pour lesquels les ondes de type
s sont prédominantes dans la région des résonances. En revanche, dès que des canaux ayant des
moments angulaires relatifs l ≥ 1 apparaissent, cette approximation ne fonctionne plus.

1.12.4 Formalisme Reich-Moore

Les moyens de calcul des ordinateurs actuels permettent d’assouplir grandement les approxi-
mations précédemment présentées. Le formalisme le plus utilisé dans les évaluations modernes de
sections efficaces est celui de Reich-Moore, qui a été introduit dans la ref [29]. Là encore, l’approxi-
mation consiste à négliger les termes non-diagonaux de la matrice des niveaux A, mais cette fois
uniquement pour les canaux contenant des photons.

Lors d’une réaction de capture radiative, le noyau composé se désexcite en émettant un photon.
Cependant le retour à l’état fondamental se fait rarement en une seule étape : le premier photon
émis peut donc amener le noyau sur n’importe quel état excité plus bas que l’état initial. Le retour
au fondamental se fait alors en plusieurs étapes, avec émissions successives de photons. Chaque
transition de l’état initial vers un état intermédiaire correspondant à un canal particulier, il y a donc
un grand nombre de canaux de sortie accessibles pour la capture radiative.

Les mesures expérimentales et les évaluations ne fournissent évidemment pas les paramètres
nécessaires pour chacun de ces canaux. Nous sommes donc typiquement dans un cas où la méthode
d’élimination de Teichmann et Wigner est utile. Pour l’appliquer, il suffit de marquer comme éliminés
tous les canaux contenant un photon et d’utiliser les équations de la partie 1.9. Notons qu’à ce stade
aucune approximation n’a encore été faite.

On fait l’hypothèse que les largeurs réduites γλ,p pour les canaux p contenant un photon ont des
signes aléatoires relativement à p. Comme il y a un grand nombre de canaux contenant un photon,
il est également raisonnable de supposer de plus que les largeurs Γλ,p sont petites devant l’espace-
ment des niveaux pour chaque canal p et qu’elles ont des amplitudes deux-à-deux comparables. Cela
implique que les éléments non diagonaux de l’inverse de la matrice Ae éliminée sont négligeables :

λ 6= µ ⇒ ∑
p

γp,λL0
pγp,µ ≪ ∑

p
γ2

p,λL0
p (1.187)
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L’approximation du formalisme Reich-Moore consiste donc à supposer que la matrice des niveaux
éliminée est diagonale (on a choisi R0 = 0) :

(Ae)−1
λ,µ ≈

(
Eλ − E − ∑

p
γ2

λ,pL0
p

)
δλ,µ =

(
Eλ − E − ∆λ,γ − i

2
Γλ,γ

)
δλ,µ (1.188)

Avec
∆λ,γ = ∑

p
γ2

λ,pS0
p (1.189)

Γλ,γ = 2 ∑
p

γ2
λ,pPp (1.190)

On peut donc appliquer les formules développées dans la partie 1.9.3, dans le cas où les canaux
éliminés sont exactement les canaux contenant un photon. En particulier, la matrice R réduite pour
les canaux retenus c et c′ est alors :

(ℜrr)c,c′ = ∑
λ

γλ,cγλ,c′

Eλ − ∆λ,γ − E − i
2 Γλ,γ

(1.191)

Pour les canaux retenus à énergie positive, nous avons ensuite la matrice X :

Xrr = (Pr)1/2 (l1rr −ℜrrL0r)−1 ℜrr(Pr)1/2 (1.192)

Cette matrice se calcule aisément si le nombre de canaux retenus n’est pas trop élevé, il faut en ef-
fet inverser l1rr − ℜrrL0r dont la dimension est ce nombre. Comme aucun photon n’est présent dans
les canaux d’entrée, tous les canaux d’entrée sont retenus et les sections efficaces totale et élastique
s’obtiennent par les formules :

σα,tot(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

[
sin2(φα,l) + cos(2φα,l)Xrr,Im

αsl,αsl − sin(2φα,l)Xrr,Re
αsl,αsl

]
(1.193)

σα,el(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

{
sin2(φα,l)

(
1 − 2Xrr,Im

αsl,αsl

)
− sin(2φα,l)Xrr,Re

αsl,αsl + ∑
s′,l′

∣∣Xrr
αs′ l′,αsl

∣∣2
}

(1.194)

De même, la section efficace de la réaction transformant α en une paire α′ 6= α qui ne contient pas de
photon (et qui n’est donc présente dans aucun canal éliminé) est :

σα,α′(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

∑
s′,l′

∣∣Xrr
α′s′ l′,αsl

∣∣2 (1.195)

Le calcul direct de la section efficace de capture radiative nécessite l’utilisation, et donc le calcul, de
la sous-matrice Xer. On peut toutefois s’en passer en remarquant que la section totale est la somme
de la section élastique, de la section de capture et des autres sections de réaction. La section efficace
de capture radiative est donc donnée par :

σα,γ = σα,tot − σα,el − ∑
α′ 6=α

σα,α′ (1.196)

σα,γ(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
s,l

[
Xrr,Im

αsl,αsl − ∑
α′

∑
s′,l′

∣∣Xrr
α′s′ l′,αsl

∣∣2
]

(1.197)

Les sommes sur α′ portent sur toutes les "paires de noyaux" α′, c’est-à-dire les paires de produits qui
ne contiennent pas de photon.
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1.13 Domaine des résonances non-résolues

À mesure que l’énergie d’excitation augmente, les niveaux d’énergie du système composé se rap-
prochent les uns des autres et deviennent de plus en plus larges. On observe donc progressivement
un recouvrement de plus en plus important entre les niveaux voisins. Lorsque ce recouvrement de-
vient total, la distribution des niveaux perd son caractère discret et la section efficace ne présente donc
plus de structure de résonance : c’est le domaine du continuum. Avant d’arriver dans ce domaine,
nous avons une situation où les niveaux se recouvrent partiellement au point de ne plus pouvoir les
discerner expérimentalement mais où la section efficace a toujours physiquement une structure de
résonance. On dit alors que l’on est dans le domaine des résonances non-résolues.

À défaut d’avoir accès directement aux paramètres de résonance dans cette région d’énergie,
nous connaissons leurs moyennes sur un grand nombre de niveaux d’énergie et leurs distributions
statistiques. Plus précisément, si on considère un ensemble Ek de niveaux d’énergie correspondant à
un même moment angulaire total J et si on note DJ,k l’espacement entre les deux niveaux consécutifs
Ek et Ek+1, la moyenne de ce paramètre relativement à k nous donne 〈DJ〉λ, l’espacement moyen des
résonances. Étant donnée une énergie du système E, le resserrement des niveaux d’énergie dans le
domaine non-résolu permet de considérer un petit intervalle centré sur E contenant un grand nombre
de résonances. Il est donc possible de faire la moyenne des DJ,k uniquement sur les résonances dans
cet intervalle. En ce sens, 〈DJ〉λ dépend de l’énergie. De façon similaire, on peut définir pour chaque
canal c la valeur moyenne de la largeur de résonance Γλ,c = 2Pcγ2

λ,c par rapport aux résonances dans
le petit intervalle centré sur E, on la note 〈Γλ,c〉λ (qui ne dépend plus de λ car la moyenne porte
justement sur cet indice). Le facteur de pénétration Pc varie lentement en fonction de l’énergie, et
peut donc être considéré constant sur le petit intervalle servant à calculer les moyennes. Donc :

〈Γλ,c〉λ = 2Pc〈γ2
λ,c〉λ (1.198)

Les évaluations dans le domaine non-résolu ne donnent pas accès directement aux valeurs de DJ,k et
Γλ,c pour chaque résonance mais elles permettent d’obtenir 〈DJ〉λ(E) et 〈Γλ,c〉λ(E).

Nous connaissons également les lois de répartitions statistiques des paramètres. Ainsi, la proba-
bilité que le paramètre DJ,k

〈DJ〉λ
ait une valeur comprise entre x et x + dx est donnée par la loi de Wigner

[30] :
p(x)dx =

πx
2

e−πx2/4 dx (1.199)

En ce qui concerne les largeurs de résonance Γλ,c, en pratique nous nous intéressons aux largeurs
de niveau pour une réaction r, c’est-à-dire pour l’ensemble des canaux de sortie cr correspondant à
cette réaction. La largeur du niveau λ pour cette réaction est :

Γλ,r ≡ ∑
cr

Γλ,cr (1.200)

Chaque γλ,c suit une loi de distribution Gaussienne centrée en zéro [31]. Si on note νr le nombre de
canaux ouverts pour la réaction r, Γλ,r est la somme de νr carrés de variables indépendantes, chacune
suivant une loi Gaussienne centrée en zéro. Γλ,r suit donc une distribution χ2 avec νr degrés de liberté,
c’est-à-dire que la probabilité que Γλ,r/〈Γλ,r〉λ ait une valeur entre x et x + dx est :

pνr(x)dx =
νr

2Γ(νr/2)

(νrx
2

) vr
2 −1

e−νrx/2dx (1.201)

Γ(νr/2) désignant ici la fonction mathématique gamma évaluée en νr/2 : Γ(z) =
∫ +∞

0 tz−1e−tdt.
Avec ces lois de distributions et avec la connaissance des valeurs moyennes 〈DJ〉λ et 〈Γλ,r〉λ, il

est possible de tirer aléatoirement un ensemble de paramètres Eλ et Γλ,r et de se servir ensuite des
formules données dans la partie 1.12 pour obtenir les sections efficaces à l’approximation souhaitée.
Cette approche répétée un grand nombre de fois permet de calculer des tables de probabilité [32, 33],
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c’est-à-dire des tables indiquant la probabilité que dans un intervalle d’énergie donné, la section
efficace soit comprise entre deux valeurs σ1 et σ2.

Lors de ce doctorat, nous ne nous sommes pas intéressés à la production des tables de probabili-
tés. Afin de néanmoins fournir des informations sur le comportement des sections efficaces dans le
domaine non-résolu, nous nous sommes contentés du calcul des sections moyennes en utilisant les
formules existantes.

Pour les obtenir, nous partons de l’hypothèse de Bethe [34], à savoir que les largeurs réduites
γλ,c ont des signes aléatoires. Toujours d’après Lane et Thomas [24], dans les deux cas extrêmes
Γλ ≫ 〈DJ〉λ et Γλ ≪ 〈DJ〉λ, l’élément de la matrice W correspondant à deux canaux c 6= c′ est :

Wcc′ = 2iP1/2
c ∑

λ

ᾱλcᾱλc′

Eλ − ∆λ − E − i
2 Γλ

P1/2
c′ (1.202)

ᾱλc = (1 − L0
c R̄c(E))−1γλc (1.203)

Où R̄c(E) est une fonction de l’énergie qui contient la partie de Rcc(E) correspondant aux variations
en énergie causées par l’interaction avec les niveaux éloignés. C’est-à-dire que R̄c(E) est une partie
non résonnante de Rcc(E). En notant c = (α, s, l) et c′ = (α′, s′, l′) deux canaux de moment angulaire
total J, on obtient alors la section correspondant à la réaction transformant α en α′ 6= α sous cette
hypothèse :

σα,α′ =
4π

k2
α

∑
J

gJ ∑
s,l,s′,l′

∑
λ,µ

PcPc′ ᾱλcᾱλc′ ᾱµcᾱµc′

(Eλ − ∆λ − E − i
2 Γλ)(Eµ − Dµ − E − i

2 Γµ)
(1.204)

L’étape suivante est de calculer la moyenne de cette section sur un petit intervalle centré sur E de
largeur δ. Pour la distinguer de 〈.〉λ, moyenne sur un grand nombre de niveaux au voisinage de E, on
note 〈.〉E la moyenne sur l’intervalle d’énergie de largeur δ centré en E. Pour que cette moyenne soit
significative, il faut que δ contienne un grand nombre de résonances et donc que δ ≫ 〈DJ〉λ. Pour
que l’intervalle soit petit, on suppose de plus δ ≪ E. Ces deux conditions sont compatibles dans le
domaine non-résolu où les résonances sont très proches. L’étroitesse de l’intervalle considéré et le fait
que Sc, Pc et kα varient lentement en fonction de l’énergie permet de considérer que ces paramètres
sont constants vis-à-vis de la moyenne 〈.〉E. Notons de plus que Sc varie suffisamment lentement
sur le domaine des résonances non-résolues pour que l’on puisse le considérer approximativement
constant sur tout ce domaine. On peut alors choisir pour chaque canal c la condition aux limites Bc

de façon à annuler S0
c sur l’intervalle δ, donc ∆λ = 0. D’après Bethe, la moyenne de la section sur δ

est :

〈σα,α′〉E ≡ 1
δ

∫ E+δ/2

E−δ/2
σα,α′(E′)dE′ =

4π

k2
α

∑
J

gJ ∑
s,l,s′,l′

π

δ ∑
λ,µ in δ

PcPc′ ᾱλcᾱλc′ ᾱµcᾱµc′(Γλ + Γµ)

(Eλ − Eµ)2 + 1
4 (Γλ + Γµ)2

(1.205)

Où la somme ne porte que sur les niveaux λ et µ dans l’intervalle δ. La répartition aléatoire des signes
des γλ,c permet de négliger les termes de la somme correspondant à µ 6= λ :

〈σα,α′〉E =
4π

k2
α

∑
J

gJ ∑
s,l,s′,l′

2π

δ ∑
λ in δ

PcPc′ ᾱ
2
λcᾱ2

λc′

Γλ

=
π

k2
α

∑
J

gJ ∑
s,l,s′,l′

2π

δ ∑
λ in δ

Γλc Γλc′

Γλ

1
(1 − L0

c R̄c(E))2(1 − L0
c′ R̄c′(E))2

(1.206)

Compte-tenu du grand nombre de niveaux dans δ, on peut remplacer la somme sur λ par la valeur
moyenne du terme dans la somme (la moyenne 〈.〉λ se faisant sur les niveaux d’énergie) multiplié
par le nombre de niveaux dans δ, c’est-à-dire δ/〈DJ〉λ :

〈σα,α′〉E =
π

k2
α

∑
J

gJ ∑
s,l,s′,l′

2π

〈DJ〉λ

〈
Γλc Γλc′

Γλ

〉

λ

1
(1 − L0

c R̄c(E))2(1 − L0
c′ R̄c′(E))2

(1.207)
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Dans la suite, cette formule ne sera utilisée que dans le cas où R̄c(E) = 0. De plus, la formule
est valable dans les cas Γλ ≫ 〈DJ〉λ et Γλ ≪ 〈DJ〉λ. On supposera qu’elle est valable quelle que soit
la valeur du rapport Γλ/〈DJ〉λ. Nous utiliserons donc la relation suivante pour la section efficace
moyenne dans le domaine non-résolu :

〈σα,α′〉E =
π

k2
α

∑
J

gJ ∑
s,l,s′,l′

2π

〈DJ〉λ

〈
Γλc Γλc′

Γλ

〉

λ

(1.208)

On peut alors utiliser une approximation simple pour la section efficace moyenne de diffusion élas-
tique (qui n’est pas couverte par l’équation précédente car α′ 6= α) en prenant une relation analogue
à l’équation 1.202 pour calculer les éléments diagonaux de la matrice W :

Wcc = 1 + 2i ∑
λ

Pcγ2
λc

Eλ − E − i
2 Γλ

(1.209)

La section efficace de diffusion élastique est donc :

σα,el(E) =
4π

k2
α

∑
l

(2l + 1) sin2 φl +
π

k2
α

∑
J

gJ ∑
s,l,s′,l′

∑
λ,µ

Γ1/2
λ,αslΓ

1/2
µ,αslΓ

1/2
λ,αs′ l′Γ

1/2
µ,αs′ l′

(Eλ − E − i
2 Γλ)(Eµ − E + i

2 Γµ)

+
π

k2
α

∑
J

gJ ∑
s,l

∑
λ

2(E − Eλ) sin(2φl)Γλ,αsl − 2 sin2(φl)ΓλΓλ,αsl

(Eλ − E)2 + 1
4 Γ2

λ

(1.210)

On prend à nouveau la moyenne de cette section sur l’intervalle δ qui contient un grand nombre de
résonances. La moyenne de la somme ∑

λ,µ
se calcule de la même façon que précédemment, et nous

obtenons à nouveau :
〈

∑
λ,µ

Γ1/2
λ,αslΓ

1/2
µ,αslΓ

1/2
λ,αs′ l′Γ

1/2
µ,αs′ l′

(Eλ − E − i
2 Γλ)(Eµ − E + i

2 Γµ)

〉

E

=
π

δ ∑
λ,µ inδ

Γ1/2
λ,αslΓ

1/2
µ,αslΓ

1/2
λ,αs′ l′Γ

1/2
µ,αs′ l′(Γλ + Γµ)

(Eλ − Eµ)2 + 1
4 (Γλ + Γµ)2

≈ 2π

〈DJ〉λ

〈
Γλ,αslΓλ,αs′ l′

Γλ

〉

λ

(1.211)

Calculons maintenant la moyenne de la somme ∑
λ

. Étant donné que l’on considère les φl et Γλ,c

constants sur δ, la moyenne du premier terme est :
〈

∑
λ

2(E − Eλ) sin(2φl)Γλ,αsl

(Eλ − E)2 + 1
4 Γ2

λ

〉

E

= ∑
λ

[
2 sin(2φl)Γλ,αsl

1
δ

∫ E+δ/2

E−δ/2

E − Eλ

(Eλ − E)2 + 1
4 Γ2

λ

dE

]

= ∑
λ

sin(2φl)Γλ,αsl

δ
ln

(
(E − Eλ + δ/2)2 + Γ2

λ/4
(E − Eλ − δ/2)2 + Γ2

λ/4

)

≈ sin(2φl)

〈DJ〉λ

〈
Γλ,αsl ln

(
(E − Eλ + δ/2)2 + Γ2

λ/4
(E − Eλ − δ/2)2 + Γ2

λ/4

)〉

λ

(1.212)

Et celle du deuxième terme est :
〈

∑
λ

2 sin2(φl)ΓλΓλ,αsl

(Eλ − E)2 + 1
4 Γ2

λ

〉

E

= ∑
λ

[
2 sin2(φl)ΓλΓλ,αsl

1
δ

∫ E+δ/2

E−δ/2

1
(Eλ − E)2 + 1

4 Γ2
λ

dE

]

= ∑
λ

4 sin2(φl)Γλ,αsl

δ

[
arctan

(
2(E − Eλ) + δ

Γλ

)
− arctan

(
2(E − Eλ)− δ

Γλ

)]

≈ 4 sin2(φl)

〈DJ〉λ

〈
Γλ,αsl

[
arctan

(
2(E − Eλ) + δ

Γλ

)
− arctan

(
2(E − Eλ)− δ

Γλ

)]〉

λ

(1.213)
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Il est possible de simplifier encore les deux expressions précédentes. Compte-tenu du grand nombre
de résonances dans l’intervalle δ, on peut considérer que les niveaux sont à peu près répartis unifor-
mément de part et d’autre de E, et donc que la moyenne 〈.〉λ sur les résonances de E − Eλ est :

〈E − Eλ〉λ = 0 (1.214)

Pour avoir un ordre de grandeur des variations de cette quantité, on s’intéresse à la moyenne de
son carré. Calculons-la dans le cas simple où les niveaux sont équidistants. On considère N = δ

〈DJ〉λ

niveaux en Ek = E + k〈DJ〉λ, comme N est grand on obtient en utilisant la formule bien connue de la
somme des carrés :

〈(E − Eλ)
2〉λ =

1
N

N/2

∑
k=−N/2

k2〈DJ〉2
λ ≈ δ 〈DJ〉λ

12
(1.215)

Or nous avons 〈DJ〉λ ≪ δ donc nous pouvons négliger E − Eλ devant δ dans les formules ci-dessus.
Au premier ordre, (E − Eλ − δ/2)2 + Γ2

λ/4 ≈ (E − Eλ + δ/2)2 + Γ2
λ/4 et la moyenne 〈.〉λ qui apparaît

dans l’équation 1.212 est donc négligeable :
〈

∑
λ

2(E − Eλ) sin(2φl)Γλ,αsl

(Eλ − E)2 + 1
4 Γ2

λ

〉

E

≈ 0 (1.216)

Pour le deuxième terme (équation 1.213), il faut ajouter que δ est grand devant Γλ, car l’intervalle δ
contient beaucoup de résonances et la limite en l’infini de arctan étant π/2, nous obtenons :

〈

∑
λ

2 sin2(φl)ΓλΓλ,αsl

(Eλ − E)2 + 1
4 Γ2

λ

〉

E

=
4π sin2(φl)

〈DJ〉λ
〈Γλ,αsl〉λ (1.217)

Finalement la moyenne de la section efficace élastique est :

〈σα,el〉E =
4π

k2
α

∑
l

(2l + 1) sin2 φl +
2π2

k2
α

∑
J

gJ

〈DJ〉λ

[〈

∑
s,l,s′,l′

Γλ,αslΓλ,αs′ l′

Γλ

〉

λ

+ ∑
s,l

2 sin2(φl) 〈Γλ,αsl〉λ

]

(1.218)
Moyennant les approximations décrites dans cette partie, nous voyons donc qu’il est possible de

calculer les valeurs moyennes de toutes les sections efficaces dans le domaine des résonances non-
résolues en connaissant seulement les lois de distribution statistique de l’espacement entre niveaux
DJ et des largeurs de réactions Γλ,r, ainsi que leurs moyennes sur un grand nombre de résonances
autour de l’énergie E d’intérêt.
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Chapitre 2

Reconstruction des résonances

Dans le chapitre 1, les sections efficaces ont été définies en fonction de l’énergie E du système
composé dans le référentiel du centre de masse. E est égale à 1

2 µv2
r , où µ est la masse réduite du

système et vr la vitesse relative du neutron incident par rapport au noyau cible. En notant M la
masse du noyau cible et m celle de la particule incidente, on a : µ = mM/(m + M). En pratique,
nous sommes intéressés par les sections efficaces en fonction de l’énergie cinétique Elab du neutron
dans le référentiel du laboratoire. Plus précisément, dans ce chapitre nous étudions le cas où le noyau
cible est immobile dans le référentiel du laboratoire, c’est-à-dire le cas où le matériel considéré a une
température de 0 K. La vitesse du neutron incident dans ce référentiel est alors égale à vr et son
énergie cinétique est donc Elab = 1

2 mv2
r . Le changement de référentiel permettant le passage de E à

Elab est par conséquent fort simple :

Elab =
M + m

M
E (2.1)

Il est aisé de vérifier que les formules du chapitre 1 restent valables lorsque l’énergie E du système
est remplacée par l’énergie cinétique Elab du neutron dans le laboratoire, à condition que les énergies
Eλ des niveaux et les largeurs réduites γλ,c soient respectivement remplacées par :

Elab
λ =

M + m
M

Eλ (2.2)

γlab
λ,c =

√
M + m

M
γλ,c (2.3)

Dans toute la suite, nous n’utiliserons plus que les paramètres Elab, Elab
λ et γlab

λ,c, et nous omettrons
l’exposant lab. La quantité h̄kα reste égale à la quantité de mouvement de la particule incidente dans
le centre de masse. Remplacer E par Elab modifie évidemment son expression, qui sera donnée plus
loin dans ce chapitre.

2.1 Définition du problème

Comme nous l’avons déjà indiqué en introduction, les bibliothèques de données nucléaires uti-
lisent actuellement la sixième version du format Evaluated Nuclear Data File, plus couramment appelé
ENDF-6 [2]. D’autres types de format ont existé par le passé, notamment dans le laboratoire amé-
ricain Lawrence Livermore National Laboratory, ou sont en cours de développement, comme le format
GND (Generalized Nuclear Data). Tous ces formats contiennent les informations nécessaires au calcul
des sections efficaces correspondant à un noyau cible immobile dans le laboratoire. Cette opération
s’appelle la reconstruction des sections efficaces à 0 K.

Dans le cas du format ENDF-6, les données nucléaires pour un noyau cible et une particule inci-
dente (ici un neutron) définis sont organisées en différents fichiers. Chacun de ces fichiers est repéré
par un label, qui commence par MF suivi d’un numéro, et donne un type spécifique d’informations.
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Celles nécessaires au calcul des sections à 0 K, auquel nous nous intéressons dans ce chapitre, sont
contenues dans deux fichiers : MF 2 et MF 3.

2.1.1 Fichier MF 2 du format ENDF-6

Plus précisément, le fichier MF 2 permet de reconstruire les sections efficaces dans les domaines
d’énergie dominés par le phénomène de résonance, c’est-à-dire dans les domaines des résonances
résolues et non-résolues. Ce fichier contient pour le domaine résolu une liste des paramètres néces-
saires, à savoir l’énergie Eλ pour chaque niveau λ et les largeurs de résonance Γλ,c pour les canaux
c ou, de façon équivalente, les largeurs réduites γλ,c. Dans le cas du domaine non-résolu, ces pa-
ramètres sont remplacés par la donnée des moyennes de l’espacement entre niveaux 〈DJ〉λ et des
largeurs de résonance 〈Γλ,c〉λ, ainsi qu’une indication sur leur variation en fonction de l’énergie. Le
fichier MF 2 contient également le rayon ac pour tous les canaux utiles afin de calculer les facteurs
Pc, Sc et φc. Enfin il indique par quel formalisme dérivé de la théorie de la matrice R (par exemple
les formalismes Single-Level Breit-Wigner, Multi-Level Breit-Wigner, Reich-Moore, etc.) les sections
efficaces sont décrites. Pour cela le format ENDF utilise les paramètres LRU et LRF. Le paramètre
LRU est fixé à 1 pour indiquer que l’on est dans le domaine résolu, et à 2 pour le domaine non-résolu.
Dans le cas du domaine résolu, le paramètre LRF peut prendre les valeurs suivantes :

– LRF = 1 : formalisme Single-Level Breit-Wigner (SLBW)
– LRF = 2 : formalisme Multi-Level Breit-Wigner (MLBW)
– LRF = 3 : formalisme Reich-Moore (RM)
– LRF = 4 : formalisme Adler-Adler (AA)
– LRF = 7 : formalisme R-Matrix Limited (RML)

Plusieurs formalismes peuvent être nécessaires pour décrire complètement les sections efficaces. Le
fichier MF 2 est donc séparé en plusieurs domaines de résonance. Chaque domaine de résonance cor-
respond à un intervalle d’énergie dans lequel un formalisme unique peut être utilisé pour décrire les
sections. Les paramètres décrits ci-dessus sont donc donnés pour chaque domaine de résonance.

Les formalismes SLBW, MLBW et AA ont été décrits dans la partie 1.12. Le format ENDF-6 per-
met de les utiliser avec quelques restrictions. La principale est qu’il limite l’utilisateur à 3 canaux pour
chaque triplet de nombres quantiques (J, l, s) : le canal de la diffusion élastique (qui est donc le canal
d’entrée), un seul canal de fission et un canal pour la capture radiative. Pour les formalismes SLBW
et MLBW, l’effet des canaux supplémentaires sur la largeur totale des niveaux est pris en compte via
une "largeur compétitive" qui est à ajouter aux largeurs élastique, de fission et de capture pour ob-
tenir la largeur totale. De plus, le format ENDF suppose implicitement une conservation du nombre
quantique l au cours des réactions. Cela signifie que l’élément de la matrice de collision correspon-
dant à deux canaux c et c′ est nul si l 6= l′. Notons aussi que pour supprimer toute référence explicite
au spin s du canal, on utilise Γλ,αl J = ∑

s
Γλ,αsl J au lieu des largeurs de résonance classiques. Les

termes en ∑
l,s,l′,s′

Γλ,αslΓλ,α′s′ l′ des équations des parties 1.12.1 et 1.12.2 deviennent donc ∑
l

Γλ,αlΓλ,α′ l .

Avec ces simplifications additionnelles, l’équation 1.176 qui donne la section efficace de la réaction
transformant α en α′ 6= α dans le cas SLBW devient :

σα,α′(E) =
π

k2
α

∑
J

gJ ∑
l

∑
λ

Γλ,αl JΓλ,α′ l J

(E′
λ − E)2 + 1

4 Γ2
λ

(2.4)

où α désigne la paire neutron - noyau cible, et α′ permet au choix de désigner la fission ou la capture
radiative. Les autres formules s’obtiennent de la même façon. Nous ne nous attarderons pas plus sur
la description de ces trois formalismes du format ENDF.

Ces formalismes ne sont d’ailleurs plus utilisés dans les évaluations modernes, où ils sont rem-
placés par les formalismes LRF = 3 ou LRF = 7 (pour les évaluations les plus récentes).

Le formalisme LRF = 3 est appelé "Reich-Moore" par le manuel ENDF. Il s’agit en réalité d’une
version restrictive du formalisme de Reich-Moore général. Comme pour les formalismes LRF = 1 et
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2, dans le format ENDF seuls quatre canaux sont donnés pour chaque triplet de nombres quantiques
(J, l, s) : un canal correspondant à la diffusion élastique que l’on désignera par (n, l, s, J), un canal
correspondant à la réaction de capture radiative, noté (γ, l, s, J) (qui est en réalité la somme de tous
les canaux contenant un photon, qui sont éliminés au sens de Teichmann et Wigner) et deux canaux
correspondant à la fission, ( f1, l, s, J) et ( f2, l, s, J). Nous avons vu dans la partie 1.10 que deux canaux
pouvaient effectivement suffire à décrire le phénomène de la fission dans la plupart des cas. Le format
ENDF suppose à nouveau implicitement une conservation de l. De plus, on suppose que le spin
s du canal est lui aussi conservé lors d’une réaction. Les conservations de l et s n’ont aucune réalité
physique mais permettent de simplifier les calculs des sections. La conséquence est en effet que Xcc′ =
0 pour tous canaux avec l 6= l′ ou s 6= s′. On peut donc considérer indépendamment chaque sous-
matrice X Jls de X J , correspondant à l’ensemble des canaux du groupe de spin J ayant la même valeur
du moment orbital l et la même valeur du spin s du canal. Enfin, le formalisme LRF = 3 impose
pour tous les niveaux que ∆λ = 0. Cela revient à supposer Sc constant sur tout le domaine d’énergie
considéré (on peut alors fixer la condition aux bords Bc = Sc pour avoir ∆λ = 0). Dans le cas des
ondes s (l = 0), on a Sc = 0 et cette hypothèse est donc vérifiée rigoureusement. Or les ondes s
sont a priori celles qui contribuent le plus aux sections efficaces dans le domaine des résonances.
Pour les ondes avec l > 0, Sc n’est plus rigoureusement constante. Cependant, ses variations sont
suffisamment lentes pour que cette approximation soit acceptable.

Avec ces restrictions, les formules de la partie 1.12.4 peuvent se récrire dans le cas LRF = 3. Com-
mençons par la section totale :

σtot(E) =
4π

k2 ∑
J,l,s

gJ

[
sin2(φl) + cos(2φl)Xrr, Jls, Im

n,n − sin(2φl)Xrr, Jls, Re
n,n

]
(2.5)

Pour la section élastique :

σel(E) =
4π

k2 ∑
J,l,s

gJ

[
sin2(φl)

(
1 − 2Xrr, Jls, Im

n,n

)
− sin(2φl)Xrr, Jls, Re

n,n +
∣∣∣Xrr, Jls

n,n

∣∣∣
2
]

(2.6)

Pour la section de fission :

σf is(E) ≡ σn, f1 + σn, f 2 =
4π

k2 ∑
J,l,s

gJ

[∣∣∣Xrr, Jls
n, f1

∣∣∣
2
+
∣∣∣Xrr, Jls

n, f2

∣∣∣
2
]

(2.7)

Et enfin pour la section de capture radiative :

σγ(E) =
4π

k2 ∑
J,l,s

gJ

[
Xrr, Jls, Im

n,n −
∣∣∣Xrr, Jls

n,n

∣∣∣
2
−
∣∣∣Xrr, Jls

n, f1

∣∣∣
2
−
∣∣∣Xrr, Jls

n, f2

∣∣∣
2
]

(2.8)

La sous-matrice Xrr, Jls correspond aux canaux retenus ayant les nombres quantiques (J, l, s). Il y
en a 3 ((n, l, s, J), ( f1, l, s, J) et ( f2, l, s, J)), car les canaux contenant un photon sont éliminés. Cette
sous-matrice est donc de dimension 3. On a :

Xrr, Jls = (Pr l)1/2
(

l1 −ℜrr, JlsL0r l
)−1

ℜrr, Jls(Pr l)1/2 (2.9)

ℜrr, Jls est la sous-matrice de la matrice réduite ℜrr correspondant aux canaux de nombres quantiques
(J, l, s). Cette sous-matrice est elle aussi de dimension 3 et est donc très rapide à inverser, ce qui
explique le choix de l’approximation de la conservation de s et l pour le formalisme LRF = 3. Les
éléments de la matrice ℜrr, Jls sont donnés, d’après l’équation 1.191, par.

ℜrr, Jls
a,b = ∑

λ

γλ,aγλ,b

Eλ − E − i
2 Γλ,γ

(2.10)

La somme ne porte que sur les niveaux λ correspondant aux nombres quantiques (J, l, s). a et b
peuvent désigner n, f1 ou f2.
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Compte-tenu des restrictions que nous avons exposées ci-dessus, le formalisme LRF = 3 n’est pas
suffisant dans tous les cas. Il ne permet par exemple pas de décrire la diffusion inélastique avec la
matrice R, ni d’ajouter un troisième canal de fission pour mieux rendre compte des données expé-
rimentales. Pour ces raisons, le formalisme LRF = 7, R-Matrix Limited, a été ajouté au format ENDF
récemment. Ce nouveau formalisme permet de décrire le formalisme Reich-Moore général, c’est-à-
dire sans ajouter aucune restriction à l’approximation décrite dans la partie 1.12.4. L’évaluateur peut
définir autant de paires de particules α′ qu’il le souhaite et aucune hypothèse non physique n’est
faite sur la conservation des nombres quantiques. Il est donc possible en théorie de définir des para-
mètres pour tous les canaux physiquement accessibles dans l’espace de configuration. L’évaluateur
peut aussi entrer les valeurs qu’il souhaite pour les conditions aux limites Bc, ce qui signifie que ce
formalisme permet d’avoir des facteurs de déphasage Sc dépendant de l’énergie.

Le formalisme LRF = 7 permet donc de décrire à l’aide de la théorie de la matrice R toutes les
réactions possibles, y compris les réactions à seuil (i.e. ne se déclenchant que lorsque l’énergie du
neutron incident atteint un certain seuil), comme par exemple la diffusion inélastique ou les réactions
mettant en jeu des produits ayant une charge électrique, telle l’émission de protons.

Le terme limited associé au nom de ce formalisme indique qu’il a été pensé pour décrire les sec-
tions seulement dans le cas de l’approximation Reich-Moore. Cependant, il est suffisamment souple
pour contenir tous les paramètres nécessaires à une description par la théorie générale de la matrice
R, c’est-à-dire sans aucune approximation dans le calcul de la matrice de collision. Ce formalisme
étant assez récent, très peu d’évaluations l’utilisent actuellement. À notre connaissance, parmi celles-
ci seule l’évaluation de 35Cl de la bibliothèque ENDF/B-VII.1 est disponible publiquement. Nous
avons cependant eu la chance d’avoir accès aux évaluations de 56Fe et de 16O réalisées très récem-
ment à Oak Ridge National Laboratory, qui utilisent ce formalisme.

Le domaine des résonances non-résolues est indiqué par la valeur 2 du paramètre LRU. Dans
ce cas, un seul formalisme est possible : celui décrit dans la partie 1.13. On le soumet aux mêmes
restrictions que les formalismes LRU = 1 et LRF = 1 et 2, c’est-à-dire que seules 3 réactions peuvent
être définies : diffusion élastique (n), fission ( f ) et capture radiative (γ). Comme pour ces formalismes,
l’effet des réactions supplémentaires (comme, par exemple, la diffusion inélastique) est modélisé en
ajoutant une "largeur compétitive" Γλ,xlsJ aux largeurs élastique, de fission et de capture pour obtenir
la largeur totale. De plus, le nombre quantique l est supposé conservé lors des réactions nucléaires.
Pour chaque couple (l, s), le format ENDF ne donne pas les largeurs de résonance moyennes 〈Γλ,rlsJ〉λ

pour la réaction r mais leur somme sur les valeurs de spin s possibles : 〈Γλ,rl J〉λ = ∑
s
〈Γλ,rlsJ〉λ. En

conservant les notations introduites ci-dessus, les formules 1.218 et 1.208 se simplifient en prenant en
compte ces restrictions pour donner :

〈σel〉E(E) =
4π

k2 ∑
l

(2l + 1) sin2 φl +
2π2

k2 ∑
J

∑
l

gJ

〈DJ,l〉λ

[〈
Γ2

λ,nl J

Γλ,l J

〉

λ

+ 2 sin2(φl)
〈
Γλ,nl J

〉
λ

]
(2.11)

〈σf is〉E(E) =
2π2

k2 ∑
J

∑
l

gJ

〈DJ,l〉λ

〈
Γλ,nl J Γλ, f l J

Γλ,l J

〉

λ

(2.12)

〈σγ〉E(E) =
2π2

k2 ∑
J

∑
l

gJ

〈DJ,l〉λ

〈
Γλ,nl J Γλ,γl J

Γλ,l J

〉

λ

(2.13)

où Γλ,l J = Γλ,nl J + Γλ, f l J + Γλ,γl J + Γλ,xl J est la largeur totale pour le niveau λ associé aux nombres
quantiques J et l : du fait de la conservation de l, une résonance correspond non seulement à un
unique J mais aussi à un unique l. Pour la même raison on donne l’espacement moyen entre les
résonances pour (J, l), et plus seulement pour J.

Le domaine non-résolu (LRU = 2) admet 3 options caractérisées par les valeurs de LRF et d’un
autre marqueur (LFW) :

– option LRF = 1 et LFW = 0 : tous les 〈DJ,l〉λ et les 〈Γλ,rJl〉λ sont indépendants de l’énergie.
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– option LRF = 1 et LFW = 1 : seules les largeurs de fission 〈Γλ, f Jl〉λ dépendent de l’énergie.
– option LRF = 2 : tous les 〈DJ,l〉λ et les 〈Γλ,rJl〉λ dépendent de l’énergie.

Les paramètres dépendant de l’énergie sont donnés sur une grille d’énergie et peuvent être obtenus
entre les points de cette grille en utilisant une loi d’interpolation spécifiée par le fichier MF 2.

2.1.2 Fichier MF 3 du format ENDF-6

Le fichier MF 2 ne suffit pas à reconstruire complètement les sections efficaces. Certaines réactions
ne sont pas décrites par le formalisme utilisé, que ce soit à cause de ses propres restrictions ou d’un
choix de l’évaluateur, et les sections efficaces correspondantes doivent donc être données d’une autre
façon. Quant aux réactions décrites par le formalisme, les approximations imposées peuvent être
trop fortes pour correctement rendre compte de la réalité physique. Il faut alors ajouter une partie
complémentaire aux sections reconstruites à partir de MF 2. Une dernière restriction du fichier MF
2 est qu’il ne permet de reconstruire les sections efficaces que sur un domaine énergétique fini. En
dehors de ce domaine, il est nécessaire d’avoir une autre méthode de reconstruction des sections.

Le fichier MF 3 permet de compléter les données du fichier MF 2, afin d’obtenir les sections effi-
caces complètes pour toutes les réactions possibles et sur toute la gamme d’énergie d’intérêt. Dans
ce fichier, chaque section efficace de réaction est donnée sous forme d’une table, la première colonne
étant une grille d’énergie et la seconde contenant les valeurs de la section en chacune de ces énergies.
Une loi d’interpolation, permettant à partir de la table d’obtenir la section à n’importe quelle énergie,
est également fournie.

Cette description des sections efficaces est adaptée au domaine du continuum, où les sections
sont lisses, sans brusques variations. En revanche, dans une zone d’énergie avec un phénomène de
résonance, la taille des tables nécessaires à une description précise des sections efficaces devient très
importante. Pour les évaluations les plus anciennes, le fichier MF 3 est également utilisé seul pour les
sections efficaces à basse énergie, avant la première résonance.

Dans les domaines d’énergie couverts par le fichier MF 2, et pour les réactions qui y sont décrites,
le fichier MF 3 contient des sections efficaces complémentaires à ajouter aux sections reconstruites
à partir des paramètres donnés dans MF 2. Ces sections complémentaires peuvent être nulles, si le
formalisme utilisé est suffisamment précis, voire négatives pour corriger les sections du fichier MF 2.

2.1.3 Brève revue des codes existants

Le code de traitement des données nucléaires le plus utilisé actuellement est NJOY [8]. Lorsque
que le présent doctorat a débuté, ce logiciel était disponible sous sa version NJOY 99. Dans cette ver-
sion, la reconstruction des résonances, qui s’effectue dans le module RECONR, est possible seulement
pour les formalismes avec un LRF variant de 1 à 4 dans le domaine résolu. Le nouveau formalisme
R-Matrix Limited n’est pas traité par NJOY 99. Dans le domaine non-résolu, toutes les possibilités sont
traitées.

Le module RECONR effectue en réalité deux opérations. D’une part, il reconstruit les sections
efficaces à 0 K, utilisant pour cela les données des fichiers MF 2 et MF 3 du format ENDF et d’autre
part, il détermine la grille des énergies pour lesquelles les sections seront calculées de façon à ce que
les sections efficaces puissent être obtenues par interpolation linéaire entre les points de cette grille.
Cette dernière opération s’appelle la linéarisation des sections.

Ainsi RECONR commence par déterminer grossièrement une première grille d’énergie sur la-
quelle il calcule les sections efficaces. Il ajoute ensuite des points à cette grille, et calcule les valeurs
correspondantes des sections, tant que la condition de linéarité n’est pas remplie. Plus précisément,
étant donnés deux points consécutifs Ei et Ei+1 de la grille, cette condition est considérée satisfaite si
la valeur interpolée de la section efficace σ en Ei+1/2 = (Ei + Ei+1)/2 est proche de σ(Ei+1/2) avec
une précision donnée par l’utilisateur. Si cette condition n’est pas satisfaite, le point Ei+1/2 est ajouté à
la grille. Nous reviendrons plus en détails sur les mécanismes de linéarisation dans la partie 5.1. Pour
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le chapitre actuel, il importe seulement de savoir qu’en sortie de RECONR, NJOY donne les sections
efficaces à 0 K sur une grille d’énergie qu’il a lui même générée.

Une version de NJOY est sortie au début de l’année 2013, NJOY 2012 [10]. Le fonctionnement
global de RECONR est toujours le même, mais dans cette nouvelle version le format LRF = 7 peut lui
aussi être traité. NJOY 2012 accepte donc tous les formalismes admis par le format ENDF.

D’autres logiciels sont à même de reconstruire les sections à 0 K. Citons par exemple le système
de codes PREPRO [11], à travers son module RECENT. Dans sa version 2007, PREPRO peut traiter
l’ensemble des formalismes du format ENDF, avec toutefois une restriction pour le LRF = 7 : dans ce
cas, PREPRO 2007 ne peut traiter que les évaluations dans lesquelles au plus 4 réactions sont définies.
Notons que c’est le cas des trois seules évaluations actuelles utilisant LRF = 7 que nous connaissons.
La version PREPRO 2010 a levé cette restriction. On peut également mentionner le code AMPX, d’Oak
Ridge National Laboratory [12]. Ce code est lui aussi capable de traiter tous les formalismes existants.

Enfin, le logiciel SAMMY [18], utilisé pour déterminer les paramètres de la matrice R à partir des
mesures expérimentales de sections efficaces, a également un module lui permettant de reconstruire
les sections efficaces à 0 K. Ce module peut traiter le formalisme Reich-Moore général.

Comme nous le voyons, plusieurs codes permettent de reconstruire les sections efficaces quel que
soit le formalisme imposé par le format ENDF. Ces codes sont tous anciens mais continuent à être
développés, leurs dernières versions étant assez récentes. Il faut noter qu’au début de ce doctorat,
NJOY ne pouvait pas traiter le formalisme LRF = 7, alors qu’au moins une évaluation l’utilisant était
à la disposition du public. Cela illustre les problèmes pouvant survenir lorsque l’immense majorité
des utilisateurs s’appuie sur un seul code, et lorsque ce code est très dépendant du format des biblio-
thèques de données nucléaires.

Afin que cette revue soit complète, il faut préciser qu’il existe d’autres codes de traitement ca-
pables d’effectuer la reconstruction des sections efficaces. Parmi ceux-ci, les logiciels CALENDF [15]
et GALILÉE [14] du CEA, ainsi que le logiciel FUDGE [13] de Lawrence Livermore National Laboratory.
Nous ne les avons cependant pas utilisés pour ce chapitre.

2.1.4 GAIA

Le but actuel du logiciel GAIA, développé durant ce doctorat, est la création de fichiers d’entrée
pour les codes de calcul Monte-Carlo à énergie continue. La première étape est alors la reconstruction
des sections efficaces à 0 K. De plus, l’un de nos objectifs est de rendre GAIA indépendant du format
des bibliothèques de données nucléaires (c’est-à-dire ENDF-6 ou GND). Pour cela il est nécessaire que
GAIA soit capable de traiter tous les formalismes prévus par le format ENDF, y compris le nouveau
formalisme LRF = 7, mais aussi de calculer les sections en utilisant directement le formalisme général
de la matrice R, afin de garantir la plus grande souplesse possible.

GAIA étant écrit avec une orientation objet, la reconstruction des sections efficaces est effectuée
par une classe d’objets informatiques, et non, à strictement parler, par un module indépendant du
reste du code. La classe en question s’appelle RESONANCERANGE. Un objet de cette classe repré-
sente un domaine d’énergie dans lequel les sections efficaces sont décrites par un seul formalisme. Il
permet également de calculer les sections pour une énergie donnée. Un objet RESONANCERANGE
correspond donc à un "domaine de résonance" du format ENDF. La classe RESONANCERANGE est
abstraite, ce qui signifie qu’elle permet de définir des propriétés générales que toutes les classes qui
en dérivent doivent respecter. Pour implémenter le calcul des sections selon un formalisme donné,
nous avons créé une classe dérivée par type de formalisme. En voici une liste :

– RESONANCERANGE_SLWB : permet de reconstruire les sections efficaces dans le domaine
résolu en utilisant le formalisme LRF = 1 du format ENDF (c’est-à-dire SLBW restreint).

– RESONANCERANGE_MLWB : idem en utilisant le formalisme LRF = 2 du format ENDF (c’est-
à-dire MLBW restreint).

– RESONANCERANGE_AA : idem en utilisant le formalisme LRF = 4 du format ENDF (c’est-à-
dire Adler-Adler).
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– RESONANCERANGE_RMATRIX : idem en utilisant le formalisme général de la matrice R.
Cette classe peut notamment servir à traiter les formalismes LRF = 3 et 7 du format ENDF
(c’est-à-dire Reich-Moore restreint et général).

– RESONANCERANGE_URR : permet de reconstruire les sections dans le domaine non-résolu,
en utilisant les trois options du formalisme LRU = 2 du format ENDF.

– RESONANCERANGE_TABULATED : permet de reconstruire les sections données sur une grille
d’énergie. Cela permet de décrire les sections dans le domaine du continuum, ou les sections
complémentaires à ajouter dans les autres domaines d’énergie.

Pour effectuer la reconstruction des sections efficaces à 0 K dans GAIA, il suffit donc de créer
et remplir une liste d’objets de type RESONANCERANGE à partir des informations contenues dans
le fichier d’entrée (par exemple un fichier ENDF). Chacun de ces objets correspond à un intervalle
d’énergie donné et permet de calculer les sections pour toutes les réactions nous intéressant à n’im-
porte quelle énergie dans cet intervalle. La liste des RESONANCERANGE est stockée dans un objet
appelé CROSS_SECTIONS qui contient donc toute l’information nécessaire à la reconstruction des
sections efficaces à toute énergie, ce qui inclut les indications sur la manière d’additionner les sec-
tions provenant des différents objets RESONANCERANGE.

2.2 Domaine des résonances résolues : implémentation dans GAIA

Dans la liste ci-dessus, les classes RESONANCERANGE_SLWB, RESONANCERANGE_MLWB et
RESONANCERANGE_AA utilisent directement les formules du format ENDF pour les formalismes
LRU = 1 et LRF = 1, 2 et 4, respectivement. Ces formules ont été succinctement présentées au début
de la partie 2.1.1, et sont les mêmes que celles utilisées dans le code NJOY. Nous ne nous attarderons
pas plus dessus.

Nous allons en effet présenter dans cette partie la façon de calculer les sections efficaces dans le
domaine résolu en utilisant le formalisme général de la matrice R, c’est-à-dire la classe RESONANCE-
RANGE_RMATRIX. Cette classe permet également d’introduire certaines approximation comme, par
exemple, celle de Reich-Moore. Les sections s’obtiennent par les formules présentées dans la partie
1.8.2, que nous rappelons ici.

On considère la paire de particules initiales α, c’est-à-dire la paire neutron incident et noyau cible
(avec leurs états d’excitations définis). La section efficace totale pour une cible à 0 K est donnée par :

σα,tot(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
c(α,J)

[
sin2(φc) + cos(2φc)X Im

c,c − sin(2φc)XRe
c,c

]
(2.14)

et la section de diffusion élastique par :

σα,el(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
c(α,J)

{
sin2(φc)

(
1 − 2X Im

c,c

)
− sin(2φc)XRe

c,c + ∑
c′(α,J)

|Xc′,c|2
}

(2.15)

Quant à la section efficace correspondant à une réaction qui transforme α en une paire de particules
α′ 6= α, nous avons, toujours pour une cible à 0 K :

σα,α′(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
c(α,J)

∑
c′(α′,J)

|Xc′,c|2 (2.16)

Rappelons à nouveau qu’ici la notation J désigne en réalité le couple Jπ, où J est le moment angulaire
total du canal considéré et π la parité associée. Dans toutes ces expressions, les sommes ∑

c(α,J)
portent

sur tous les canaux c appartenant au groupe de spin Jπ et correspondant à la paire de particules α.
Ce sont donc des sommes sur tous les l et s accessibles, ce qui implique notamment que s et l doivent
vérifier la somme vectorielle J = l + s.
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Les objets de la classe RESONANCERANGE_RMATRIX doivent calculer les sections efficaces en
utilisant les formules ci-dessus à partir des paramètres donnés dans les fichiers évalués. On remarque
que les sections σ peuvent s’écrire comme la somme sur Jπ des σJ , qui sont les sections efficaces
correspondant aux réactions passant exclusivement par les canaux du groupe de spin Jπ :

σJ
α,tot(E) =

4π

k2
α

gJ,α ∑
c(α,J)

[
sin2(φc) + cos(2φc)X Im

c,c − sin(2φc)XRe
c,c

]
(2.17)

σJ
α,el(E) =

4π

k2
α

gJ,α ∑
c(α,J)

{
sin2(φc)

(
1 − 2X Im

c,c

)
− sin(2φc)XRe

c,c + ∑
c′(α,J)

|Xc′,c|2
}

(2.18)

σJ
α,α′(E) =

4π

k2
α

gJ,α ∑
c(α,J)

∑
c′(α′,J)

|Xc′,c|2 , pour α′ 6= α (2.19)

Compte-tenu de cette observation, nous avons écrit l’objet RESONANCERANGE_RMATRIX sous la
forme d’une liste d’objets de classe SPINGROUP. Chacun de ces objets SPINGROUP décrit un groupe
de spin pour une des valeurs Jπ accessibles et est capable de calculer les σJ pour toutes les réactions
nous intéressant.

Afin d’effectuer ce calcul, un objet SPINGROUP doit connaître les éléments X J
c′,c de la sous-matrice

X J pour tous les canaux c et c′ du groupe de spin Jπ, mais aussi les facteurs de pénétration Pc, les
facteurs de décalage Sc et les déphasages φc pour chacun des canaux de ce groupe. Cet objet contient
donc, outre les valeurs de J et π le caractérisant, un objet de la classe XMATRIX qui est responsable
du calcul des X J

c′,c, et une liste d’objets de la classe CHANNEL, chacun décrivant un des canaux
du groupe de spin. Nous reviendrons dans la suite sur l’implémentation de XMATRIX. Enfin, du
fait de la conservation de J et π, chaque résonance peut être associée à un groupe de spin. L’objet
SPINGROUP contient donc l’énergie et les largeurs réduites de chaque résonance de Jπ.

Un canal c étant caractérisé par les nombres quantiques J, π, l, s et par la paire de particules
α′ qui lui est associée, l’objet CHANNEL contient les valeurs de ces nombres et un objet de classe
PARTICLEPAIR qui représente α′ en contenant les descriptions des deux particules la composant, de
leurs niveaux d’excitation, de leurs spins intrinsèques, mais aussi de la réaction ayant formé cette
paire. S’il s’agit de la paire initiale, la réaction associée est la diffusion élastique. Un objet CHANNEL
doit pouvoir calculer les Pc, Sc et φc lui étant associés, ainsi que le facteur de spin gJ,α′ et le nombre
d’onde kα′ . À cause de la conservation de J et π lors des réactions, chaque groupe de spin Jπ contient
au moins un canal d’entrée, c’est-à-dire un canal dont la paire de particules est la paire initiale.

2.2.1 Calcul du nombre d’onde kα

Le calcul du nombre d’onde kα′ ne nécessite que les paramètres intrinsèques à la paire α′, il est
donc effectué par la classe PARTICLEPAIR.

h̄kα′ est la valeur absolue de la quantité de mouvement d’une des particules de la paire α′ dans
le référentiel du centre de masse. Comme nous n’avons que deux particules, elles ont évidemment
la même quantité de mouvement, au signe près, dans ce référentiel. Considérons une réaction où le
neutron et le noyau cible donnent deux particules, notées 3 et 4. Soient m, M, m3, m4 les masses,~v,~v2,
~v3, ~v4 les vitesses et E, E2, E3, E4 les énergies cinétiques dans le référentiel du laboratoire du neutron,
du noyau cible et des particules 3 et 4, respectivement. Comme le noyau cible est à 0 K, il est au repos
dans le laboratoire et donc E2 = 0. Enfin on note avec l’exposant ⋆ les vitesses et énergies dans le
référentiel du centre de masse. Nous sommes dans le cas où les particules sont non-relativistes, donc
nous cherchons à calculer :

h̄kα′ = m3~v⋆3 (2.20)

Si la paire qui nous intéresse est α, la paire initiale, alors :

h̄kα = m~v⋆ (2.21)
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Nous voulons exprimer ces quantités en fonction de l’énergie E du neutron incident dans le labora-
toire. On a ~v⋆ = M

m+M~v, donc :

E⋆ =
M2

(m + M)2 E (2.22)

et par conséquent :

h̄2k2
α = 2mE⋆ =

2mM2

(m + M)2 E (2.23)

On note Q le gain d’énergie lors de la réaction dans le référentiel du centre de masse. La conservation
de l’énergie donne :

E⋆ + E⋆
2 = E⋆

3 + E⋆
4 − Q (2.24)

Avec la condition de conservation de la quantité de mouvement m3~v3
⋆ = −m4~v4

⋆, nous obtenons
l’expression cherchée :

h̄2k2
α′ = 2m3E⋆

3 =
2m3m4

m3 + m4

(
M

m + M
E + Q

)
(2.25)

Remarquons que si α′ = α, la réaction associée est une diffusion élastique donc m3 = m, m4 = M et
Q = 0. On retrouve bien l’expression de h̄kα.

Les énergies cinétiques devant être positives, la réaction que nous considérons n’est possible que
si E⋆

3 + E⋆
4 − Q ≥ 0, ce qui se récrit en fonction de l’énergie E :

M
m + M

E + Q ≥ 0 (2.26)

Si Q < 0, la réaction est donc interdite quand l’énergie cinétique du neutron incident dans le labora-
toire est inférieure à la valeur −m+M

M Q. On parle alors de réaction à seuil. Pour de telles réactions, les
canaux associés sont dits à énergie négative tant que E est en dessous du seuil.

Les objets PARTICLEPAIR permettent également de calculer le facteur de spin, à partir des spins
I1 et I2 de la paire :

gJ,α′ =
2J + 1

(2I1 + 1)(2I2 + 1)
(2.27)

Enfin, si les deux particules de la paire sont chargées, il est nécessaire de calculer le paramètre de
Coulomb ηα, qui s’exprime en fonction des charges z3 et z4 :

ηα =
m3m4

m3 + m4

z3z4e2

4πǫ0h̄2√|k2
α|

(2.28)

où e est la charge électrique élémentaire et ǫ0 est la permittivité du vide.

2.2.2 Calcul du rayon du canal ac

Les calculs de Pc, Sc et φc nécessitent de connaître, pour chaque canal c, son rayon ac. Dans le for-
mat ENDF, ce rayon peut être donné de plusieurs façons différentes. Nous avons donc implémenté
le calcul de ac dans une classe CHANNELRADIUS. Chaque objet CHANNEL contient un CHANNEL-
RADIUS qui est responsable de fournir le rayon ac.

Il fournit en réalité deux rayons : le "vrai" ac,true et le rayon dit "effectif" ac,e f f . Ce rayon effectif
permet de prendre en compte les effets des niveaux de résonance éloignés dans le calcul de φc. Le
vrai rayon est lui utilisé pour les calculs de Pc et Sc.

Le formalisme LRU = 1, LRF = 7 du format ENDF permet de définir un ac,true et un ac,e f f pour
chaque canal c. Ces valeurs sont indépendantes de l’énergie et correspondent à la manière la plus
générale de donner les rayons.

Les autres formalismes de ENDF ne permettent pas de définir un couple de rayons par canal, à
cause du manque de place dans les fichiers de données. Au mieux, un couple de rayons est fourni
pour chaque valeur de l. Afin de pouvoir introduire un peu plus de degrés de liberté, ces rayons
peuvent être donnés sous la forme de fonctions dépendant de l’énergie.
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2.2.3 Calcul des facteurs Pc, Sc et φc

Pour un canal c, le calcul du facteur de pénétration Pc, du facteur de décalage Sc et du dépha-
sage φc est effectué par un objet de classe RADIALWAVEFUNCTIONS. Chaque RADIALWAVEFUNC-
TIONS est contenu dans un objet CHANNEL, qui lui fournit les paramètres nécessaires au calcul, les
valeurs de ac,true, ac,e f f et l, et reçoit en retour les Pc, Sc et φc.

Il faut distinguer plusieurs cas :

Canaux à énergie positive

Commençons par considérer un canal à énergie positive, c’est-à-dire avec E ≥ −m+M
M Q, et ne

contenant aucun photon. Dans ce cas, les équations 1.26, 1.24 et 1.30 donnent Pc, Sc et φc en utilisant
les fonctions d’onde de Coulomb Fl et Gl :

S+
α,l = ρc

Fl(ηα, ρα)F′
l (ηα, ρα) + Gl(ηα, ρα)G′l(ηα, ρα)

F2
l (ηα, ρα) + G2

l (ηα, ρα)
(2.29)

P+
α,l =

ρc

F2
l (ηα, ρα) + G2

l (ηα, ρα)
(2.30)

φ+
α,l = tan−1

(
Fl(ηα, ρα)

Gl(ηα, ρα)

)
(2.31)

où f ′ désigne la dérivée de f par rapport à ρα ≡ kαac. Pour Pc et Sc, ρα est calculée en utilisant le vrai
rayon ac,true, et pour φc en utilisant le rayon effectif ac,e f f .

À partir de ces formules, il est possible de dériver des relations de récurrence pour tout l ≥ 1 [24].
En pratique, nous les utiliserons principalement dans le cas ηα = 0, c’est-à-dire le cas sans interaction
de Coulomb, où elles s’écrivent :

P+
α,l =

ρ2
α P+

α,l−1

(l − S+
α,l−1)

2 + (P+
α,l−1)

2
(2.32)

S+
α,l + l =

ρ2
α (l − S+

α,l−1)

(l − S+
α,l−1)

2 + (P+
α,l−1)

2
(2.33)

φ+
α,l = φ+

α,l−1 − tan−1

(
P+

α,l−1

l − S+
α,l−1

)
(2.34)

Les conditions initiales sont :
P+

α,0 = ρα , S+
α,0 = 0 , φ+

α,0 = ρα (2.35)

L’erreur commise dans l’expression 2.34 peut devenir grande assez rapidement du fait de la diffi-
culté à calculer précisément tan−1. De plus nous n’avons jamais besoin directement de φ+

α,l car les sec-
tions efficaces ne dépendent que de cos(2φ+

α,l) et sin(2φ+
α,l). Dans le cas ηα = 0, les formules usuelles

de trigonométrie permettent de remplacer l’équation 2.34 par les relations de récurrence :

cos(2φ+
α,l) =

(1 − X2
l ) cos(2φ+

α,l−1) + 2Xl sin(2φ+
α,l−1)

1 + X2
l

(2.36)

sin(2φ+
α,l) =

(1 − X2
l ) sin(2φ+

α,l−1)− 2Xl cos(2φ+
α,l−1)

1 + X2
l

(2.37)

Avec
Xl =

Pα,l−1

l − Sα,l−1
(2.38)

58



Dans le cas coulombien, les relations de récurrence ne simplifient pas les calculs et nous utilisons
donc les formules directes 2.29 et 2.30. Pour éviter l’utilisation de tan−1, φc est calculée avec :

cos(2φ+
α,l) =

G2
l (ηα, ρα)− F2

l (ηα, ρα)

F2
l (ηα, ρα) + G2

l (ηα, ρα)
(2.39)

sin(2φ+
α,l) =

2Fl(ηα, ρα)Gl(ηα, ρα)

F2
l (ηα, ρα) + G2

l (ηα, ρα)
(2.40)

Comme ηα 6= 0, nous avons également besoin de calculer la phase de Coulomb ωc qui est définie
par :

ωα,l =
l

∑
p=1

tan−1
(

ηα

p

)
(2.41)

Dans GAIA, nous la calculons par récurrence en utilisant ωα,l=0 = 0, et :

cos(2ωα,l) =
l2 − η2

α

l2 + η2
α

cos(2ωα,l−1)−
2lηα

l2 + η2
α

sin(2ωα,l−1) (2.42)

sin(2ωα,l) =
l2 − η2

α

l2 + η2
α

sin(2ωα,l−1) +
2lηα

l2 + η2
α

cos(2ωα,l−1) (2.43)

Signalons que le formalisme LRF = 7 du format ENDF permet de remplacer le déphasage φc

calculé à l’aide des formules précédentes par une fonction de l’énergie donnée sous forme tabulée.
Cela peut, par exemple, permettre à l’évaluateur de rendre compte des potentiels calculés à l’aide de
modèles optiques. Dans ce cas, une fonction tabulée peut être donnée pour chaque canal et φc peut
prendre des valeurs complexes. Les paramètres nécessaires au calcul de φc sont alors stockés dans un
objet PHASESHIFT qui est contenu dans l’objet CHANNEL.

Canaux à énergie négative

Intéressons nous maintenant au cas où l’énergie du neutron incident est en dessous du seuil : E <

−m+M
M Q, c’est-à-dire où le canal c considéré est à énergie négative. On suppose toujours qu’aucun

photon n’est présent dans c. On définit k2
α par la relation 2.25, ce qui signifie que k2

α < 0 dans ce cas.
Donc ρα = kαac est un imaginaire pur et son carré est lui aussi négatif.

Dans ce cas :
P−

α,l = 0 (2.44)

S−
α,l = 2|ρα|

dW
dz (−ηα, l + 1/2, 2|ρα|)
W(−ηα, l + 1/2, 2|ρα|)

(2.45)

où W(k, µ, z) est une fonction connue, appelée la fonction de Whittaker.
Pour les canaux à énergie négative, φ−

c et ω−
c n’apparaissent jamais dans les formules, il n’est

donc pas utile de les calculer.
Comme précédemment, nous utilisons la formule directe pour calculer S−

α,l dans le cas coulombien
et nous utilisons la formule de récurrence suivante dans le cas non-coulombien :

∀l ≥ 1, S−
α,l + l =

ρ2
α

l − S−
α,l−1

(2.46)

La condition initiale est S−
0 = −|ρα|.
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Canaux contenant des photons

Il ne nous reste plus qu’à traiter le cas des canaux contenant un photon. Dans ce cas, la dépen-
dance en énergie des largeurs de résonance est très faible. On peut donc la négliger, ce qui revient à
prendre :

Pc = 1 (2.47)

De la même façon, on peut aussi négliger la dépendance en énergie du facteur de décalage. Sc étant
alors constant, on fixe alors la condition aux bords Bc de façon à avoir :

Sc = Bc (2.48)

Donc pour les canaux contenant un photon, on a :

L0
c = i (2.49)

Enfin, le déphasage φc est supposé être inclus dans les γλ,c pour ces canaux, on le prend donc égal à
zéro.

2.2.4 Matrice R complémentaire

Afin de mieux prendre en compte l’effet des résonances lointaines, c’est-à-dire éloignées du do-
maine d’énergie sur lequel est défini le formalisme utilisé, le format ENDF permet l’ajout d’une ma-
trice complémentaire Rcom à la matrice R. Comme nous l’avons vu dans la partie 1.11, cette matrice
complémentaire peut également permettre de rendre compte du terme non résonnant dû à la pré-
sence de canaux contenant des photons.

Le format ENDF est restreint aux matrices Rcom diagonales et nous avons conservé cette restric-
tion dans GAIA. Ainsi, pour un canal c, seul l’élément Rcom

c ≡ Rcom
c,c peut être non nul. L’objet CHAN-

NEL est donc responsable du calcul de cet élément à toute énergie et contient pour cela un objet
BACKGROUNDRMATRIX, dans lequel ces calculs sont implémentés et les informations utiles sont
stockées.

Actuellement, Rcom
c est donnée uniquement dans le cas du formalisme LRF = 7 de ENDF, soit sous

la forme d’une fonction tabulée de l’énergie, soit sous une forme paramétrique simple.

2.3 Domaine résolu : calcul de X dans le cas général

Le calcul de la matrice X dans le domaine résolu est effectué dans GAIA par les objets de la classe
XMATRIX. Plusieurs méthodes pouvant être utilisées, cette classe a été définie comme étant abstraite.
Deux sous-classes ont été créées, XMATRIX_LEVELMATRIX qui effectue le calcul de X en utilisant la
matrice des niveaux A et XMATRIX_RMATRIX qui fait ce calcul en utilisant directement la matrice
R. Nous allons voir dans cette partie comment ces sous-classes ont été implémentées dans le cas où
nous utilisons le formalisme de la matrice R sans aucune approximation. Cette implémentation a été
présentée dans une publication dans le journal Nuclear Data Sheets [19].

2.3.1 Définition du problème

Considérons deux canaux c et c′ du même groupe de spin Jπ. Dans le cas le plus général, l’élé-
ment correspondant de la matrice R s’écrit, en prenant en compte la matrice complémentaire, sous la
forme :

RJ
c,c′ = ∑

λ

γλ,cγλ,c′

Eλ − E
+ Rcom

c δc,c′ (2.50)

où la somme porte sur toutes les résonances λ du groupe Jπ. La sous-matrice de X correspondant à
ce groupe de spin peut ensuite être calculée directement à partir de RJ avec l’équation 1.89 :

X J = P1/2
(

l1 − RJ L0
)−1

RJ P1/2 (2.51)
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L’élément pour les canaux c et c′ de Jπ est donc :

X J
c,c′ = P1/2

c P1/2
c′ Cc,c′ (2.52)

avec

C =
(

l1 − RJ L0
)−1

RJ (2.53)

Nous avons vu dans le chapitre 1 que cette expression est valable pour tous les canaux c et c′ à
énergie positive, y compris ceux contenant des photons. Dans GAIA, nous utilisons également cette
expression si c ou c′ est à énergie négative. En effet, physiquement la section efficace associée à une
transition vers un canal c′ à énergie négative doit être nulle. Or, cette section est proportionnelle à
|Xc′,c|2 et donc à Pc′ selon l’équation 2.52. Cela implique que si c′ est un canal à énergie négative, alors
Pc′ = 0.

Les sections efficaces sont évidemment des fonctions continues de l’énergie. Or la matrice R dé-
finie par l’équation 2.50 présente des discontinuités en chacun des points d’énergie Eλ. Il faut donc
que la matrice C soit continue, en tant que fonction de l’énergie. Il est aisé de constater que tel est
bien le cas en exprimant C en fonction de la matrice des niveaux A. Nous utilisons les résultats et les
notations de la partie 1.7.2 avec R0 = Rcom pour obtenir :

C =
(
l1 − RcomL0)−1

Rcom + ∑
λ µ

(αλ × αµ)Aλµ (2.54)

La matrice A est définie par l’équation 1.99 et est bien continue en fonction de l’énergie. Cette expres-
sion nous permet donc effectivement de calculer X J en fonction des paramètres de résonance à toute
énergie. Dans GAIA, ce calcul est donc effectué par les objets de la classe XMATRIX_LEVELMATRIX.

Malheureusement, la matrice A est une matrice carrée dont la dimension est le nombre de réso-
nances. Dans certains cas ce nombre peut devenir très élevé, ce qui interdit le calcul de A en pratique.
Par exemple dans l’évaluation ENDF/B-VII.1 de 238U, 926 résonances sont définies. Il nous faut donc
un autre moyen pour calculer C, et par suite X, aux énergies où R n’est pas définie.

Pour mieux poser le problème, considérons une résonance λ0 particulière. En omettant l’exposant
J, l’élément (c, c′) de R est :

Rc,c′ =
γλ0,cγλ0,c′

Eλ0 − E
+ r̃c,c′ (2.55)

avec
r̃c,c′ = ∑

µ 6=λ0

γµ,cγµ,c′

Eµ − E
+ Rcom

c δc,c′ (2.56)

Les énergies de résonance sont deux-à-deux distinctes et on peut raisonnablement supposer que Rcom

est continue en énergie sur tout l’intervalle de définition, donc l’élément r̃c,c′ est bien défini en Eλ0 et
est continu sur un voisinage de Eλ0 . La discontinuité en Eλ0 de Rc,c′ est donc contenue entièrement
dans

γλ0,cγλ0,c′
Eλ0−E .

Introduisons maintenant la matrice B ≡ l1 − RL0. Cette matrice n’est pas définie pour E = Eλ0 , et
son déterminant tend manifestement vers l’infini quand E approche Eλ0 . En effet, B est une matrice
carrée de dimension n, le nombre de canaux, et si on note Bk sa k-ème colonne, nous avons :

det B = det(B0,B1, . . . ,Bn−1) (2.57)

Comme L0 est diagonale, le i-ème élément de la k-ème colonne de B est bi,k, donné par :

bi,k = δi,k −
(

γλ0,iγλ0,k

Eλ0 − E
+ r̃i,k

)
L0

k (2.58)
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La k-ème colonne de B peut donc s’écrire sous la forme :

Bk = B̃k −
L0

k γλ0,k

Eλ0 − E
Γ (2.59)

où B̃k et Γ sont les colonnes de dimension n définies par :

Γ =




γλ0,0
...

γλ0,n−1


 (2.60)

B̃k = ek −




r̃0,kL0
k

...
r̃n−1,kL0

k


 (2.61)

où ek est le vecteur dont les éléments sont les δik, pour 0 ≤ i ≤ n − 1.
Comme le déterminant est une forme n-linéaire, nous pouvons développer l’équation 2.57 comme

une combinaison linéaire de termes dont chacun est le déterminant d’une famille (v0, ..., vn−1), où
chaque vk est soit Γ, soit B̃k :

det (B0, ...,Bn−1) =
n−1

∑
k=0

∆k (2.62)

Ici, ∆k est la somme de tous les termes det(v0, ..., vn−1) où Γ apparaît exactement k fois :

∆0 = det
(
B̃0, ..., B̃n−1

)
(2.63)

∆1 =
∆′

1
Eλ0 − E

= −
n−1

∑
i=0

γλ0,iL0
i

Eλ0 − E
det

(
B̃0, ..., B̃i−1, Γ, B̃i+1, ..., B̃n−1

)
(2.64)

Il est évident que si k ≥ 2, alors ∆k = 0 (c’est le déterminant d’une famille ayant au moins deux
éléments identiques). Nous avons donc exprimé le déterminant de B sous la forme suivante :

det
(
l1 − RL0) = ∆0 +

∆′
1

Eλ0 − E
(2.65)

∆0 et ∆′
1 sont fonctions continues de E et sont bien définies en Eλ0 . De plus, ∆′

1 varie lentement en
fonction de l’énergie au voisinage de Eλ0 car son expression ne contient plus aucune référence expli-
cite à Eλ0 . On peut donc raisonnablement la supposer non nulle sur ce voisinage.

Nous avons alors :
(Eλ0 − E)det

(
l1 − RL0) −→

E→Eλ0

∆′
1 6= 0 (2.66)

Cette expression nous a suggéré un moyen de contourner le problème de la discontinuité de R en
Eλ0 . Si on réalise une décomposition de R sous la forme :

R = S−1T (2.67)

où S et T sont deux matrices de même dimension que R, telles qu’elles soient toutes deux bien définies
et continues en E = Eλ0 , et telles que det S = α (Eλ0 − E), avec α 6= 0 en Eλ0 . Cette dernière condition
implique que S est inversible pour toute énergie E 6= Eλ0 . On a alors les expressions suivantes :

C =
(
l1 − RL0)−1

R =
(
S − TL0)−1

T (2.68)

et
si E = Eλ0 , det

(
S − TL0) = det S det(l1 − RL0) = α∆′

1 6= 0 (2.69)

Cela signifie qu’en E = Eλ0 , les deux matrices T et
(
S − TL0)−1 sont bien définies, et donc qu’il

est possible de calculer C à cette énergie. Nous allons maintenant montrer comment construire une
telle paire de matrices. Cette méthode de calcul de la matrice R est originale et nous l’avons nommé
décomposition ST de la matrice R.
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2.3.2 Construction de S et T

Matrice S

L’idée est de trouver une matrice S de façon à ce que toute la singularité de R soit "contenue" dans
S−1. Plus précisément, nous voulons que S soit bien définie en Eλ0 , que son déterminant satisfasse à
det S = α (Eλ0 − E), et que T = SR soit bien définie en Eλ0 .

L’élément (c, c′) de la matrice R est donné par :

Rc,c′ =
γλ0,cγλ0,c′

Eλ0 − E
+ r̃c,c′ + Rcom

c δc,c′ (2.70)

La singularité en Eλ0 est contenue dans le premier terme. L’idée est donc de trouver une matrice S
qui puisse annihiler ce terme. Pour cela, commençons par résoudre l’équation en x0, ..xn−1 suivante :

n−1

∑
k=0

γλ0,kxk = 0 (2.71)

C’est un système linéaire avec une équation et n inconnues.

– Premier cas : au moins un γλ0,c est non nul.
Si au moins un γλ0,c est différent de 0, le système 2.71 est de rang 1. Cela signifie que son espace

des solutions est de dimension n − 1 et admet donc une base (v0, ..vn−2) composée de n − 1 vecteurs
de R

n. Nous avons donc :

∀m ∈ [0, n − 2],
n−1

∑
k=0

γλ0,kvm[k] = 0 (2.72)

où vm[k] désigne le k-ème élément du vecteur vm.
Nous définissons la matrice S de façon à ce que ses n − 2 premières lignes soient les v0, ..vn−2 :

∀i ∈ [0, n − 2], ∀j ∈ [0, n − 1], Si,j = vi[j] (2.73)

S étant une matrice carrée d’ordre n, il nous manque la n-ème ligne de S. Comme le rang de la famille
(v0, ..., vn−2) est n − 1, il existe un entier p tel que la sous-matrice de S obtenue en supprimant sa p-
ème colonne et sa n-ème ligne (quelle qu’elle soit) soit inversible. Notons Sn−1 cette sous-matrice
inversible.

Nous choisissons alors la n-ème ligne de S pour que tous ses éléments soient 0, à l’exception du
p-ème qui est pris égal à (Eλ0 − E) :

∀j ∈ [0, n − 1], Sn−1,j = (Eλ0 − E) δj,p (2.74)

En conséquence :
det S = (−1)p (Eλ0 − E)det(Sn−1) (2.75)

Comme Sn−1 est inversible, son déterminant est différent de 0. Nous avons donc construit une
matrice S qui est bien définie et continue en Eλ0 , et qui est inversible pour tout E 6= Eλ0 . Ensuite :

det(S − TL0) = det(S) det(l1 − RL0) = (−1)p det(Sn−1)
[
(Eλ0 − E)∆0 + ∆′

1
]

(2.76)

Le déterminant de S − TL0 est donc non nul en Eλ0 , donc par continuité cette matrice est inversible
en Eλ0 . Nos exigences sur le couple S, T sont donc jusqu’à présent satisfaites, il nous reste seulement
à construire une matrice T continue en Eλ0 .

– Deuxième cas : tous les γλ0,c sont nuls.
Dans ce cas, le système 2.71 est de rang 0. Cela signifie que tous les vecteurs de R

n en sont solu-
tions. De plus, dans ce cas la matrice R est bien définie en E = Eλ0 . Nous pouvons alors prendre S = l1
(la matrice identité), donc T = R et il n’y a pas de problème de définition en Eλ0 .
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Matrice T

La matrice T doit satisfaire la relation T = SR pour toute énergie E 6= Eλ0 . Le cas où tous les γλ0,c
sont nuls ayant déjà été traité, nous supposons ici qu’au moins un est différent de 0. Les équations
2.72 et 2.73 montrent que tous les termes en 1

Eλ0−E présents dans R sont annihilés quand S multiplie
R : ces termes n’apparaissent donc pas dans T.

Plus précisément, rappelons que les éléments de R s’écrivent :

Rc,c′ =
γλ0,cγλ0,c′

Eλ0 − E
+ r̃c,c′ (2.77)

avec
r̃c,c′ = ∑

µ 6=λ0

γµ,cγµ,c′

Eµ − E
+ Rcom

c δc,c′ (2.78)

En multipliant R par S à gauche, nous obtenons les n − 1 premières lignes de T en utilisant les équa-
tions 2.72 et 2.73 :

∀i ∈ [0, n − 2], ∀j ∈ [0, n − 1], Ti,j =
n−1

∑
k=0

vi[k].r̃k,j (2.79)

Et sa n-ème ligne en utilisant 2.74 :

∀j ∈ [0, n − 1], Tn−1,j = γλ0,pγλ0,j + (Eλ0 − E) r̃p,j (2.80)

Avec cette définition, T est bien définie et est continue en Eλ0 . Donc T et S ont des limites finies quand
E → Eλ0 .

Cela signifie que la matrice C est bien continue en Eλ0 et qu’elle peut être calculée à cette énergie
en utilisant l’expression suivante :

C =
(
S − TL0)−1

T (2.81)

Le problème est donc résolu et nous sommes capables de calculer la matrice X à toute énergie en
utilisant le formalisme général.

2.3.3 Algorithme - complexité des calculs

Nous venons de voir que la décomposition ST de la matrice R permettait de calculer les sections
efficaces à n’importe quelle énergie. Il faut maintenant s’interroger sur l’efficacité comparée de cette
méthode en terme de temps de calcul, par rapport à celle utilisant directement R dans l’expression de
C (cette dernière méthode fonctionne pour E différent des Eµ). Pour estimer le coût en temps de calcul,
nous comptons pour chaque étape le nombre d’opérations, en fonction du nombre de canaux n et du
nombre de résonances nres. Il est bien entendu que le temps de calcul n’est pas une préoccupation
première pour le traitement des données nucléaires, car ce traitement vient en amont de l’utilisation
des codes de calcul neutroniques qui peuvent éventuellement nécessiter de grands temps de calcul.
Cependant, nous verrons dans le chapitre suivant que lors du calcul de l’effet Doppler, on peut être
amené à effectuer un grand nombre de reconstructions de sections efficaces. Il est donc intéressant
de savoir quelle est l’influence de l’utilisation de la décomposition ST sur le temps de calcul de la
reconstruction.

Méthode directe

Pour la méthode directe, la première étape est le calcul de R. Cette matrice étant symétrique, il
peut être effectué en environ 3

2 n2nres opérations (on ne conserve que le terme d’ordre dominant). Le
calcul de B = l1 − RL0 s’effectue ensuite en 2n2, ce qui est négligeable car d’ordre 2. L’étape suivante
est l’inversion de B et la multiplication de son inverse par R pour obtenir C. Ces deux actions sont
réalisées en même temps en effectuant une décomposition LU de B et en résolvant ensuite l’équation
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matricielle BM = R. La solution est M = B−1R. Nous utilisons un algorithme de la librairie scienti-
fique Boost [35] pour effectuer la décomposition LU. Cet algorithme calcule B−1R en 8

3 n3 opérations.
La matrice C est donc calculée en 8

3 n3 + 3
2 n2nres opérations, en ne conservant que les termes

d’ordre 3.

Décomposition ST

En utilisant la décomposition ST, la première étape est le calcul des r̃c,c′ qui coûte le même nombre
d’opérations que celui de R, à savoir 3

2 n2nres. Une fois T et S − TL0 calculés, le calcul de C est réalisé
grâce à une décomposition LU en 8

3 n3 opérations. Donc la décomposition ST est aussi rapide que la
méthode directe (à l’ordre dominant) si les calculs de T et S− TL0 se font avec une complexité d’ordre
au plus 2.

Le calcul de S nécessite la résolution du système 2.71, qui peut être faite avec une complexité
O(n2), mais ensuite le calcul de T est a priori effectué par l’équation 2.79 qui est en O(n3). Néanmoins,
il est possible de trouver des solutions du système 2.71 constituées principalement de 0 afin de réduire
cette complexité. Pour cela, nous avons développé l’algorithme suivant qui permet de simultanément
résoudre le système et remplir T et B′ = S − TL0.

1 - Définition de p = −1
2 - pour c de 0 à n − 2,

si γλ0,c = 0, alors :
* ∀c′ ∈ [0, n − 1], Tc,c′ = r̃c,c′ .
* ∀c′ ∈ [0, n − 1], B′

c,c′ = δc,c′ − Tc,c′ L0
c′ .

sinon :
* si p 6= −1, alors : ∀c′ ∈ [0, n − 1], Tp,c′ = −γλ0,cr̃p,c′ + γλ0,pr̃c,c′

* si p 6= −1, alors : ∀c′ ∈ [0, n − 1], B′
p,c′ = −γλ0,cδp,c′ + γλ0,pδc,c′ − Tp,c′ L0

c′

* p devient égal à c
fin de la condition "si"
fin de la boucle "pour"

3 - si γλ0,n−1 = 0 et p 6= −1, alors :
* ∀c′ ∈ [0, n − 1], Tp,c′ = r̃n−1,c′ .
* ∀c′ ∈ [0, n − 1], B′

p,c′ = δn−1,c′ − Tp,c′ L0
c′ .

sinon et si γλ0,n−1 6= 0 :
* si p 6= −1, alors : ∀c′ ∈ [0, n − 1], Tp,c′ = −γλ0,n−1r̃p,c′ + γλ0,pr̃n−1,c′

* si p 6= −1, alors : ∀c′ ∈ [0, n − 1], B′
p,c′ = −γλ0,n−1δp,c′ + γλ0,pδn−1,c′ − Tp,c′ L0

c′

* p devient égal à n − 1
fin de la condition "si"

À ce stade, p est l’indice de la colonne de S à supprimer pour obtenir la sous-matrice inversible Sn−1
et les n − 1 premières lignes de T et B′ ont été remplies. Il ne reste donc plus qu’à remplir les lignes n
des deux matrices (ce qui prend un temps en O(n)).

En utilisant cet algorithme, la complexité du calcul de T et S − TL0 est quadratique (en O(n2)).
Le calcul de X en utilisant une décomposition ST est donc aussi rapide (à l’ordre dominant) que son
calcul par la méthode directe utilisant la matrice R.

2.4 Domaine résolu : calcul de X dans l’approximation Reich-Moore

Dans cette partie, nous allons nous intéresser au calcul de la matrice X dans le cas de l’approxi-
mation Reich-Moore. Comme nous l’avons vu dans la partie 1.12.4, cette approximation s’exprime
naturellement en utilisant la méthode des canaux de Teichmann et Wigner. L’approximation Reich-
Moore à proprement parler consiste à marquer comme éliminés tous les canaux contenant un photon
et à supposer que les éléments non-diagonaux de la matrice des niveaux éliminée Ae correspondante
sont négligeables (cf équation 1.188).
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Dans GAIA, afin de généraliser un peu cette approche, n’importe quel canal de sortie peut être
marqué comme éliminé lors de sa construction, à l’aide d’un champ de type booléen dans l’ob-
jet CHANNEL. La matrice Ae est ensuite considérée diagonale, c’est-à-dire que les éléments non-
diagonaux correspondants à chacun des canaux éliminés sont négligés. On retrouve l’approximation
Reich-Moore en marquant comme éliminés tous les canaux contenant un photon, et seulement ceux
là. Cette approche permet donc de traiter les formalismes LRU = 1 et LRF = 3 ou 7 du format ENDF.

Si on considère une paire de particules α′ différente de la paire initiale α, certains des canaux
contenant α′ peuvent donc être éliminés. Cela signifie notamment que dans l’équation 2.16, qui donne
l’expression de σα,α′ , les sous-matrices de X, Xrr et Xer (définies par les équations 1.144 et 1.145)
interviennent, comme l’indique l’équation suivante :

σα,α′(E) =
4π

k2
α

∑
J

gJ,α ∑
c(α,J)

[

∑
r′(α′,J)

∣∣Xrr
r′,c

∣∣2 + ∑
e′(α′,J)

∣∣Xer
e′,c

∣∣2
]

(2.82)

où la notation ∑
c(α,J)

signifie que la somme porte sur tous les canaux c dont la paire de particules est

α et qui sont dans le groupe de spin Jπ. La somme sur r′ porte seulement sur les canaux r′ retenus
(c’est-à-dire non-éliminés) et le somme sur e′ seulement sur les canaux e′ éliminés.

Les équations 2.14 et 2.15, qui donnent respectivement les sections efficaces totale et élastique, ne
font quant à elles intervenir que la sous-matrice Xrr, car il n’est pas permis dans GAIA d’éliminer des
canaux d’entrée (c’est-à-dire des canaux contenant α).

Il nous faut donc calculer les deux matrices Xrr et Xer. Dans GAIA, nous pouvons faire ce cal-
cul soit en utilisant la matrice des niveaux, à l’aide de la classe XMATRIX_LEVELMATRIX, soit en
utilisant directement la matrice R, avec la classe XMATRIX_RMATRIX.

2.4.1 Calcul en utilisant la matrice des niveaux

Dans l’approximation que nous utilisons, nous partons de l’équation 1.155 pour exprimer la ma-
trice des niveaux éliminée Ae, en prenant R0 = Rcom. Comme Rcom est diagonale, cette expression se
simplifie légèrement pour donner, pour tous niveaux λ et µ du groupe de spin Jπ :

(Ae)−1
λ,µ =

(
Eλ − E − ∑

e(J)

γ2
λ,eL0

e

1 − Rcom
e L0

e

)
δλ,µ (2.83)

L’inverse de la matrice des niveaux A est donc :

A−1
λ,µ =

(
Eλ − E − ∑

e(J)

γ2
λ,eL0

e

1 − Rcom
e L0

e

)
δλ,µ − ∑

r(J)

γλ,r L0
r γµ,r

1 − Rcom
r L0

r
(2.84)

où les sommes ∑
e(J)

et ∑
r(J)

portent respectivement sur tous les niveaux éliminés et retenus du groupe

Jπ.
On peut ensuite utiliser cette matrice pour calculer les sous-matrices de X, en utilisant les équa-

tions 1.144 et 1.145. Si on considère deux canaux retenus r et r′, et un canal éliminé e, tous dans le
même groupe de spin Jπ, nous avons :

Xrr
r,r′ = P1/2

r P1/2
r′

[
Rcom

r

1 − Rcom
r L0

r
δr,r′ +

∑λ,µ γλ,r Aλ,µ γµ,r′

(1 − Rcom
r L0

r )(1 − Rcom
r′ L0

r′)

]
(2.85)

Xer
e,r′ = P1/2

e P1/2
r′

∑λ,µ γλ,e Aλ,µ γµ,r′

(1 − Rcom
e L0

e )(1 − Rcom
r′ L0

r′)
(2.86)

Ces formules sont utilisées pour tous les canaux, y compris ceux contenant les photons mais aussi
ceux à énergie négative. En effet, si c′ est à énergie négative, Pc′ = 0, donc |Xc′,c|2 = 0, ce qui implique
que la section associée à la transition vers c′ est bien nulle, comme il se doit. Les canaux d’entrée ne
peuvent pas être à énergie négative, les sous-matrices Xre et Xee ne sont d’aucune utilité.
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2.4.2 Calcul en utilisant directement la matrice R

Comme une partie des canaux est éliminée, nous n’utilisons pas la matrice R mais plutôt la ma-
trice réduite ℜ. Nous voulons calculer Xrr et Xer, donc nous avons besoin des deux sous-matrices
réduites ℜrr et ℜer. Pour l’approximation qui nous intéresse ici, elles sont données par les équations
1.149 et 1.150, dans lesquelles nous prenons R0 = Rcom. Considérant deux canaux retenus r et r′ et un
canal éliminé e du même groupe de spin Jπ, nous obtenons alors :

(ℜrr)r,r′ = ∑
λ

γλ,rγλ,r′

Eλ − E − Λe
λ

+ Rcom
r δr,r′ (2.87)

(ℜer)e,r′ =
1

1 − Rcom
e L0

e
∑
λ

γλ,eγλ,r′

Eλ − E − Λe
λ

(2.88)

Avec

Λe
λ = ∑

e′(J)

γ2
λ,e′ L

0
e′

1 − Rcom
e′ L0

e′
(2.89)

où, comme précédemment, la somme sur e′ porte sur tous les canaux éliminés du groupe Jπ.
On peut donc calculer les sous-matrices de X en utilisant les équations 1.133 et 1.134 :

Xrr
r,r′ = P1/2

r P1/2
r′

[(
l1rr −ℜrrL0r)−1 ℜrr

]
r,r′

(2.90)

Xer
e,r′ = P1/2

e P1/2
r′

[
ℜer (l1rr − L0rℜrr)−1

]
e,r′

(2.91)

Afin de pouvoir réutiliser la décomposition LU de l1rr −ℜrrL0r (qui est un des calculs les plus coûteux
en temps), nous calculons plutôt la transposée de Xer, qui s’exprime aisément car ℜrr, L0 et P sont
symétriques :

t(Xer)r′,e = P1/2
e P1/2

r′

[(
l1rr −ℜrrL0r)−1

. t(ℜer)
]

r′,e
(2.92)

Comme précédemment, nous utilisons aussi ces équations pour les canaux à énergie négative, car les
sections efficaces correspondantes sont nulles.

Remarquons que s’il y a au moins un canal éliminé e, avec un facteur de pénétration et des γλ,e
non nuls, les matrices réduites ℜrr et ℜer sont définies à toute énergie car Λe

λ a une partie imaginaire
non nulle. Si aucun canal n’est éliminé, alors ℜer = 0 et ℜrr devient la matrice R générale. Nous
retrouvons donc le cas traité à la partie 2.3.

Enfin, si tous les canaux éliminés ont un facteur de pénétration nul (parce qu’ils sont tous à énergie
négative), ou ont tous leurs largeurs réduites γµ,e = 0 pour certains niveaux µ, alors les Λe

µ sont réels,
et les matrices réduites ℜrr et ℜer ne sont pas définies si E = Eµ − Λe

µ pour un des niveaux µ. Il est
néanmoins possible de calculer Xrr et Xer à toute énergie en effectuant des décompositions ST.

La décomposition ST de ℜrr : ℜrr = (S rr)−1Rrr s’effectue exactement comme dans la partie 2.3,
en remplaçant chaque Eµ par Eµ − Λe

µ. Donc :

Xrr
r,r′ = P1/2

r P1/2
r′

[(
S rr − T rrL0r)−1 T rr

]
r,r′

(2.93)

On effectue ensuite la décomposition ST de ℜer en posant :

T̃ er = ℜer . t(S rr) (2.94)

avec t(S rr) la transposée de S rr. La multiplication de ℜer par t(S rr) annihile tous les termes en
1/(Eλ0 − E − Λe

λ0
), pour un λ0 donné, et T̃ er est donc bien définie et continue en Eλ0 − Λe

λ0
. La

matrice Xer peut donc se calculer à toute énergie en utilisant :

Xer
e,r′ = P1/2

e P1/2
r′

[
T̃ er (t(S rr)− L0r . t(T rr)

)−1
]

e,r′
(2.95)
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ou encore, pour pouvoir réutiliser la décomposition LU de S rr − T rrL0r :

t(Xer)r′,e = P1/2
e P1/2

r′

[(
S rr − T rrL0r)−1

. t(T̃ er)
]

r′,e
(2.96)

2.4.3 Complexité des calculs

Avec le même raisonnement que dans la partie 2.3.3, le calcul de Xrr en utilisant directement la
matrice R s’effectue en environ 8

3 n3
ret +

3
2 n2

retnres opérations (en ne conservant que les termes d’ordre
dominant). Ici nret est le nombre de canaux retenus.

Pour le calcul de Xrr en utilisant la matrice des niveaux A, la première étape est de remplir A−1,
ce qui prend environ 3

2 nretn2
res opérations. Il faut ensuite inverser A−1 pour obtenir A, et le multiplier

par la matrice (γλ,c)λ,c, ce qui est réalisé par l’algorithme de décomposition LU de Boost en 2
3 n3

res +

2n2
resnret opérations. Enfin le calcul de l’équation 2.85 s’effectue en n2

retnres opérations. Soit au total
2
3 n3

res +
7
2 n2

resnret + n2
retnres opérations.

GAIA détermine le type de calcul le plus efficace en comparant ces deux coûts pour chaque
groupe de spin Jπ. Si celui du calcul avec la matrice A est plus faible, un objet de type XMA-
TRIX_LEVELMATRIX est créé et ajouté dans l’objet SPINGROUP qui décrit Jπ. Dans le cas contraire,
c’est la classe XMATRIX_RMATRIX qui est utilisée.

2.5 Domaine résolu : validation de GAIA

Afin de valider notre implémentation du calcul des sections efficaces pour le domaine des réso-
nances résolues, nous avons comparé les résultats donnés par GAIA à ceux d’autres codes de traite-
ment des données nucléaires, à savoir NJOY (dans ses versions 99 et 2012), PREPRO et SAMMY. Ces
tests ont été conduits exclusivement pour des bibliothèques de fichiers évalués au format ENDF-6,
car ce sont les seules que nous ayons à notre disposition. Plus précisément, l’intégralité des fichiers
des bibliothèques ENDF/B-VI.8, ENDF/B-VII.0, ENDF/B-VII.1, JEF 2.2, JEFF 3.0, JEFF 3.1, JENDL
3.3 et JENDL HE ("High Energy") a été testée. Les tests réalisés couvrent donc tous les formalismes
possibles du format ENDF. Dans le cas du domaine résolu, ils correspondent à LRU = 1 et LRF = 1, 2,
3, 4 ou 7 et dans le cas du domaine non-résolu ils correspondent aux 3 options du formalisme LRU =
2.

La méthodologie pour les tests de validation est la même dans tous les cas. Chacun des codes
cités ci-dessus fournit, après traitement des fichiers évalués, les sections efficaces à 0 K sur une grille
d’énergie. Cette grille a été construite de façon à ce qu’il soit possible d’obtenir les sections à toute
énergie par interpolation linéaire. Afin de ne tester que la façon dont GAIA fait la reconstruction à 0
K, et de ne pas être perturbé par les erreurs dues à l’interpolation, nous avons comparé les valeurs
de sections pour chaque code à celles données par GAIA aux points d’énergie de la grille fournie.
De plus, comme nous voulons seulement comparer la reconstruction à partir des paramètres de réso-
nance, nous avons supprimé le fichier MF 3 pour ne pas avoir de sections efficaces complémentaires
à ajouter.

En chacun des points de la grille, nous avons donc calculé l’écart relatif entre les sections efficaces
données par GAIA et par le code que nous considérons, et nous avons comparé les résultats selon
trois critères. Le premier porte sur le maximum, sur l’ensemble de la grille, des valeurs absolues de
ces écarts relatifs. Ce critère est considéré acceptable si le maximum est en dessous de la précision
(sur les sections) avec laquelle le code considéré a construit sa grille. Pour les applications pratiques,
ce critère est trop sévère car une différence en quelques points d’énergie n’a a priori pas grande
importance. Il est donc préférable d’avoir des informations sur la répartition des erreurs. Le second
critère porte donc sur la moyenne des valeurs absolues des écarts relatifs entre les sections sur les
points de la grille d’énergie. Il est validé si la moyenne est inférieure à 0.7 fois la précision. Enfin,
nous utilisons un troisième critère portant sur les sections intégrales. En effet, dans les applications
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pratiques, les valeurs d’intérêt sont les sections ponctuelles que nous traitons ici, multipliées par le
flux neutronique φ(E) et moyennées sur l’énergie. Elles sont donc de la forme :

σInt =

∫
σ(E)φ(E)dE∫

φ(E)dE
(2.97)

Ici nous ne voulons qu’une estimation grossière de l’erreur à laquelle il faut s’attendre pour les ap-
plications. Nous calculons donc σInt en intégrant sur tout l’intervalle d’énergie et en prenant φ(E) =
1/E. Cela correspond au flux neutronique observé dans le domaine épithermique pour les réacteurs
et a donc une signification physique. Notre troisième critère de comparaison est donc que la diffé-
rence relative entre les σInt obtenus à partir des sections de GAIA et de l’autre code doit être inférieure
à 0.7 fois la précision annoncée.

2.5.1 Formalisme LRU = 1 et LRF = 3 de ENDF

Le formalisme LRU = 1 et LRF = 3 du format ENDF, c’est-à-dire Reich-Moore avec quelques
limitations, est le plus utilisé dans les évaluations modernes. En parcourant les fichiers évalués des
bibliothèques ENDF/B-VI.8, ENDF/B-VII.0, ENDF/B-VII.1, JEF 2.2, JEFF 3.0, JEFF 3.1, JENDL 3.3 et
JENDL HE, nous avons trouvé 284 domaines de résonance utilisant ce formalisme.

Nous avons comparé les sections efficaces calculées par GAIA sur ces 284 domaines avec celles
données par le module RECONR de NJOY 99.259 et par le module RECENT de PREPRO 2010 pour
toutes les réactions possibles (totale, diffusion élastique, capture radiative et éventuellement fission).
Pour chacun de ces codes, nous avons demandé une précision de 0.1% sur les sections efficaces pour
le calcul de la grille d’énergie, ainsi pour toute énergie, l’erreur sur la section obtenue par interpola-
tion linéaire sur la grille doit être inférieure à 0.1%. Nos critères de comparaison sont donc :

1. le maximum des valeurs absolues des écarts relatifs entre les sections de GAIA et NJOY ou
PREPRO est inférieur à 0.1%

2. la moyenne des valeurs absolues des écarts relatifs entre les sections de GAIA et NJOY ou
PREPRO est inférieure à 0.07%

3. la valeur absolue de la différence relative entre les sections intégrales σInt pour GAIA et NJOY
ou PREPRO est inférieure à 0.07%

La Table 2.1 présente les résultats des tests selon chaque critère. Il faut noter que sur l’ensemble

TABLE 2.1 – Nombre de domaines où GAIA s’accorde avec NJOY et PREPRO en fonction du critère
retenu, pour le formalisme LRF=3

Critère Accord avec NJOY Désaccord avec Désaccord avec Désaccord avec
et PREPRO NJOY seul PREPRO seul NJOY et PREPRO

1 252 24 0 8
2 281 3 0 0
3 283 1 0 0

des domaines, les calculs effectués avec GAIA ont été plus rapides que ceux effectués avec NJOY et
PREPRO dans près de 64% des cas. Évidemment, ce chiffre ne signifie pas que GAIA est plus rapide
en règle générale, car d’une part il ne s’agit que d’une moyenne sur quelques calculs et, d’autre part,
NJOY et PREPRO font la linéarisation en plus de la reconstruction des sections, mais cela indique
néanmoins que le temps de calcul de GAIA est comparable à celui des autres codes.

La table 2.1 montre que dans la majorité des cas, l’accord entre GAIA et NJOY ou PREPRO est
acceptable pour les trois critères. Le critère 1 étant le plus exigeant, il est normal que le nombre de
domaines de résonance où GAIA est en accord avec NJOY et PREPRO soit plus faible avec ce critère
qu’avec les deux autres. Remarquons d’ailleurs que selon le critère 1, GAIA est en accord dans 24 cas
avec PREPRO mais pas avec NJOY : les sections calculées avec NJOY et PREPRO pour ces évaluations
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sont donc différentes. Les critères 1 et 2 peuvent ne pas être atteints si les sections sont différentes sur
seulement quelques points d’énergie. Or, quand les sections sont très faibles, une différence relative
importante n’est pas forcément significative car elle peut être due seulement à une erreur d’arrondi.
Pour éliminer cet effet, nous n’avons dans un second temps considéré pour les critères 1 et 2 que
les points d’énergie où sections efficaces étaient supérieures à 10−5 b. Les nouveaux résultats des
comparaisons sont présentés dans la table 2.2. Comme on peut le voir, GAIA n’est alors en désaccord
avec NJOY et PREPRO à la fois que pour une seule évaluation et seulement pour le critère 1. Cette
évaluation est celle de 238U pour la bibliothèque JEFF 3.1, encore ce désaccord n’est-il dû qu’à une
interprétation du format ENDF, comme nous le verrons plus bas. Il y a ensuite 22 évaluations où
GAIA est en accord avec PREPRO mais pas avec NJOY. Selon les deux autres critères, GAIA est en
accord avec NJOY et PREPRO pour la quasi-totalité des 284 évaluations, à l’exception d’une seule où
le désaccord n’est qu’avec NJOY.

TABLE 2.2 – Nombre de domaines où GAIA s’accorde avec NJOY et PREPRO en fonction du critère
retenu, pour le formalisme LRF=3, en ne considérant que les sections supérieures à 10−5 b

Critère Accord avec NJOY Désaccord avec Désaccord avec Désaccord avec
et PREPRO NJOY seul PREPRO seul NJOY et PREPRO

1 261 22 0 1
2 283 1 0 0
3 283 1 0 0

Intéressons nous plus en détail aux cas de désaccord. Commençons par l’évaluation du 28Si de
la bibliothèque ENDF/B-VI.8. Cette évaluation ne contient qu’un seul domaine de résonance pour
le formalisme LRU = 1 et LRF = 3, qui s’étend de 10−5 eV à 1.75 MeV. Pour ce domaine, l’accord
entre GAIA et PREPRO est atteint selon les trois critères, mais ce n’est pas le cas entre GAIA et NJOY
pour les sections élastique, de capture et totale selon le critère 1 uniquement. La figure 2.1 montre,
dans la partie supérieure, la section efficace de capture du 28Si, reconstruite à 0 K par GAIA (courbe
rouge), par NJOY (courbe verte) et par PREPRO (courbe bleue), autour de la zone d’énergie où l’écart
maximal est observé. Dans la partie inférieure, nous avons tracé la différence relative entre d’une
part les sections calculées par GAIA et NJOY (courbe marron) et d’autre part entre les sections de
GAIA et PREPRO (courbe noire). Les courbes bleue et rouge sont superposées. La courbe de GAIA
(rouge) semble beaucoup plus lisse que celle de NJOY (verte), mais cela est simplement dû au fait
que les sections de GAIA sont reconstruites sur la grille de PREPRO qui contient beaucoup plus de
points que celle de NJOY. Enfin la ligne pointillée grise indique la position de l’énergie de résonance
correspondant au pic que nous observons.

Nous voyons immédiatement sur cette figure que les sections reconstruites par NJOY présentent
un pic très asymétrique par rapport à l’énergie de résonance, contrairement à celles reconstruites par
GAIA et PREPRO. Cette asymétrie n’ayant pas de justification physique, cela nous pousse à penser
que dans ce cas la section "correcte" est celle calculée par GAIA et PREPRO. Les allures des courbes
et les conclusions sont identiques pour les sections élastique et totale.

Nous pouvons observer un effet similaire se traduisant par un désaccord entre GAIA et NJOY
alors que GAIA et PREPRO donnent des résultats identiques sur 20 autres évaluations. La figure
2.2 qui montre la section élastique du 52Cr reconstruite à partir de la bibliothèque ENDF/B.VII.1 en
donne un nouvel exemple. Une fois encore, l’accord entre GAIA et PREPRO est très bon alors que la
différence maximale entre GAIA et NJOY (et donc entre PREPRO et NJOY) excède la tolérance. En
zoomant sur les zones où cette différence maximale est atteinte, on voit que la section reconstruite par
NJOY exhibe d’étranges irrégularités sans origine physique. Nous avons trouvé 21 cas de désaccord
GAIA - NJOY similaires, sur sept noyaux différents :

– évaluations de 28Si pour ENDF/B.VI.8, ENDF/B.VII.0, ENDF/B.VII.1, JEFF 3.0 et JEFF 3.1.
– évaluations de 29Si pour ENDF/B.VI.8, ENDF/B.VII.0 et ENDF/B.VII.1.
– évaluations de 208Pb pour ENDF/B.VII.0, ENDF/B.VII.1 et JEFF 3.2.

70



0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

Se
ct
io
n
ef
fi
ca
ce

[b
ar
n]

Reconstruction avec GAIA
Reconstruction avec NJOY
Reconstruction avec PREPRO

-10

0

10

D
if
fé
re
nc

e
re
la
ti
ve

[%
]

1.14808e+06 1.148085e+06 1.14809e+06 1.148095e+06 1.1481e+06 1.148105e+06 1.14811e+06 1.148115e+06 1.14812e+06

Énergie du neutron incident [eV]

Différence relative GAIA - NJOY
Différence relative GAIA - PREPRO

FIGURE 2.1 – Section efficace de capture du 28Si à 0 K, reconstruite par GAIA, NJOY et PREPRO

– évaluations de 52Cr pour ENDF/B.VII.1, JEFF 3.0 et JEFF 3.1.
– évaluations de 40Ar pour ENDF/B.VII.0, ENDF/B.VII.1, JEFF 3.1, JENDL 3.3 et JENDL HE.
– évaluation de 36Ar pour JENDL HE.
– évaluation de 38Ar pour JENDL HE.

Notons que les différences observées ne portent que sur quelques points d’énergie et n’ont donc pas
grande importance. Ces irrégularités sont vraisemblablement dues à des erreurs d’arrondi liées au
fait que NJOY n’utilise pas suffisamment de chiffres significatifs pour ses calculs en interne. Pour le
vérifier, nous avons traité ces évaluations avec NJOY 2012 (qui permet l’utilisation de plus de chiffres
significatifs) : tous les désaccords ci-dessus disparaissent, à l’exception des 3 évaluations de 208Pb où
l’erreur maximale n’est que de 0.13 %.

Le dernier cas où GAIA donne des résultats différents de ceux de NJOY selon le critère 1 alors
qu’il s’accorde avec PREPRO est l’évaluation du vanadium de JENDL 3.3. Dans ce cas, le désaccord
porte également sur le critère 3 (sur les sections intégrées). Cette évaluation est particulière car elle
décrit un matériel composé de deux isotopes : le 50V à 0.25 % et le 51V à 99.75 %. Le second est décrit
par le formalisme LRU = 1 et LRF = 3, mais le premier a pour marqueurs LRU = 0 et LRF = 0 ce qui
signifie que la section correspondante est entièrement donnée dans le fichier MF 3 de l’évaluation :
aucun paramètre de résonance n’est fourni. Ici, comme nous avons intentionnellement supprimé le
fichier MF 3, la section associée à 50V doit être nulle. Les différences entre GAIA et PREPRO, d’une
part, et NJOY, d’autre part, sont situées sur les creux entre résonances. La figure 2.3 montre un zoom
de la section élastique sur un de ces creux. Pour comprendre d’où venait cette différence, nous avons
modifié l’évaluation pour supprimer l’isotope 50V : l’accord entre les 3 codes devient alors tout-à-
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FIGURE 2.2 – Section efficace élastique du 52Cr à 0 K, reconstruite par GAIA, NJOY et PREPRO

fait satisfaisant selon nos critères. De plus, la différence entre les sections avec présence ou non de
50V montre que, contrairement aux recommandations explicites du manuel ENDF, NJOY ajoute une
section non nulle pour rendre compte de la présence de 50V, même en l’absence de fichier MF 3.

Il nous reste un seul cas de désaccord à expliquer, celui de l’évaluation de 238U dans la biblio-
thèque JEFF 3.1 où GAIA ne s’accorde ni avec NJOY, ni avec PREPRO selon le critère 1. Les diffé-
rences relatives entre les sections calculées par GAIA et celles calculées par les deux autres codes
peuvent atteindre 0.7 % au maximum. Pour expliquer d’où viennent ces différences, il faut rappeler
comment sont stockés les nombres dans le format ENDF. Dans ce format, les lignes ne doivent pas
dépasser 80 caractères, ce qui a pour conséquence de limiter le nombre de caractères pour chaque
nombre à 11 (cela inclut les 2 caractères pour le signe et le point). Le manuel officiel du format ENDF
recommande d’entrer les nombres en notation scientifique, en prenant un ou deux caractères pour
l’exposant. Par exemple le nombre d = 12.34567891 sera entré soit sous la forme +1.234567 + 1 (la
partie "+1" désigne l’exposant), soit sous la forme +1.23456 + 01 : les derniers chiffres significatifs
sont donc perdus. Or, le fichier évalué 238U de la bibliothèque JEFF 3.1 ne respecte pas cette conven-
tion pour les énergies de résonance. En effet les énergies sont entrées dans le fichier de façon à avoir
un maximum de chiffres significatifs dans la limite des 11 caractères alloués. Ainsi dans l’exemple
précédent, d serait entré sous la forme 12.34567891. GAIA utilise dans ce cas tous les chiffres signi-
ficatifs, en revanche NJOY et PREPRO remettent vraisemblablement d sous la forme recommandée
par le format ENDF (avec une perte de précision) avant de l’utiliser. En effet, en modifiant le fichier
ENDF pour remettre tous les nombres au format "légal" puis en le traitant à nouveau par les 3 codes,
nous avons constaté que les différences relatives observées sont significativement plus faibles (jamais
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FIGURE 2.3 – Section efficace élastique de V (JENDL 3.3) à 0 K, reconstruite par GAIA, NJOY et
PREPRO

au-dessus de 7 × 10−3 %). Cela montre bien qu’il est nécessaire, d’une part, de passer à un format
plus moderne pour les fichiers évalués et, d’autre part, d’avoir des codes de traitement indépendants
du format de ces fichiers.

Mentionnons enfin qu’il a été rapporté que l’utilisation sans précaution du formalisme Reich-
Moore pouvait conduire à l’apparition d’instabilités numériques se traduisant par des oscillations
sur les sections efficaces [36], notamment dans le cas des noyaux 28Si et 60Ni. L’examen détaillé des
sections obtenues par GAIA pour ces deux noyaux montre que ces instabilités numériques n’appa-
raissent pas avec notre implémentation.

En conclusion, ces tests nous permettent de valider l’approche de GAIA consistant à calculer les
sections efficaces dans le cas du formalisme LRU = 1 et LRF = 3 de ENDF en utilisant la structure de
la théorie générale de la matrice R.

Enseignements tirés

Lors de la réalisation de ces tests, nous avons relevé et corrigé plusieurs erreurs dans GAIA, mais
nous avons également observé certaines anomalies intéressantes.

Ainsi, lors de nos premiers tests sur le 207Pb, nous avons observé un écart important entre GAIA
et NJOY ou PREPRO. La figure 2.4 montre par exemple les sections de capture reconstruites par
ces codes, pour la bibliothèque JEFF 3.0. Comme nous pouvons le constater, GAIA (courbe rouge)
sous-estime grandement la section sur le pic de la résonance à E = 181490 eV.

73



0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

Se
ct
io
n
ef
fi
ca
ce

[b
ar
n]

Reconstruction avec GAIA
Reconstruction avec NJOY
Reconstruction avec PREPRO

-50

0

50

D
if
fé
re
nc

e
re
la
ti
ve

[%
]

180000 180500 181000 181500 182000 182500 183000 183500 184000 184500 185000

Énergie du neutron incident [eV]

Différence relative GAIA - NJOY
Différence relative GAIA - PREPRO
Différence relative PREPRO - NJOY

FIGURE 2.4 – Section efficace de capture à 0 K du 207Pb (bibliothèque JEFF 3.0), reconstruite par GAIA
(sans conservation de l), NJOY et PREPRO

La cause de cette erreur est assez instructive sur les limitations du formalisme LRU = 1 et LRF
= 3. Une des restrictions imposées par ce formalisme est de supposer que l et s sont conservées
lors des réactions nucléaires. Nous avons vu que cette hypothèse, sans fondement physique, a pour
conséquence que l’élément de la matrice X pour deux canaux c et c′ est nul si ces canaux n’ont pas le
même triplet (Jπ, l, s). Il est aisé de voir que cette condition s’applique aussi à la matrice R réduite, et
que la réciproque est vraie. Ainsi, si on note c = (α, J, l, s) et c′ = (α′, J, l′, s′) deux canaux du groupe
de spin Jπ, il y a conservation de l et s si et seulement si :

l′ 6= l ou s′ 6= s ⇒ ℜrr
c,c′ = 0 (2.98)

Dans GAIA, nous partons de la formule 2.87 qui donne la matrice ℜrr dans le cas du formalisme
Reich-Moore général, c’est-à-dire sans les restrictions supplémentaires. Pour LRU = 1 et LRF = 3, les
canaux éliminés sont ceux contenant un photon (notés avec le symbole γ), il n’y a pas de matrice
complémentaire et les facteurs de décalage pour les canaux avec photon sont tous nuls, donc cette
formule devient, pour tous canaux c et c′ dans le même groupe de spin :

ℜrr
c,c′ = ∑

λ

γλ,cγλ,c′

Eλ − E − i
2 Γλ,γ

, (2.99)

Rappelons que la somme porte sur les résonances λ de ce groupe. Une conséquence de la conserva-
tion de l et de s est que chaque résonance λ peut être associée non seulement à un unique groupe
Jπ, mais aussi à un unique couple (l, s). L’expression de ℜrr utilisée par GAIA ne permet donc de
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rendre compte de la conservation de l et s que si la condition 2.98 est satisfaite, c’est-à-dire si pour
toute résonance λ associée à (J, l, s) et pour tout canal c′ = (α′, J, l′, s′), l 6= l′ ou s 6= s′ implique que
γλ,c′ = 0.

Or, pour le 207Pb, le groupe de spin 1+ contient deux résonances pour l = 0 et l = 2 avec exac-
tement la même énergie E = 181490 eV. Comme ces deux résonances sont dans le même groupe de
spin, elles vont donc être caractérisées par le même indice λ0, c’est-à-dire qu’elles vont être considé-
rées comme étant une seule résonance (ce qui est physiquement le cas). Le problème est donc qu’il
existe au moins deux canaux du groupe 1+, l’un, c0, avec l = 0 et l’autre, c2, avec l = 2, tels que
γλ0,c0 6= 0 et γλ0,c2 6= 0. La condition 2.98 est donc violée, ainsi que la conservation de l.

La courbe rouge de la figure 2.4 correspond donc à la situation physiquement correcte où l n’est
pas conservé, alors que pour les courbes bleue et verte, la conservation de l est imposée. La différence
entre ces courbes montre que cette restriction de LRU = 1 et LRF = 3 peut avoir des conséquences
importantes. Cela étant, les paramètres donnés dans le fichier ENDF ont été calibrés pour que les
sections obtenues soient ajustées aux données expérimentales. Il faut donc que GAIA puisse rendre
compte de la conservation de l et s, ce qui est possible moyennant une légère astuce : il suffit de
créer un objet SPINGROUP pour chaque triplet (Jπ, l, s). Cet objet ne correspond plus à un groupe de
spin physique, mais cela permet d’effectuer les calculs de sections avec des matrices ℜrr restreintes
aux canaux ayant mêmes nombres J, l et s, et donc de satisfaire automatiquement la condition 2.98.
Après avoir fait cette modification, l’accord avec NJOY et PREPRO devient complètement satisfaisant
(l’erreur relative maximale étant d’environ 5 × 10−4% pour toutes les sections efficaces).

Un autre cas nous ayant posé problème est celui du 154Gd pour les bibliothèques ENDF/B.VI.8,
VII.0 et VII.1, puisque les premiers tests ont montré une différence importante entre les courbes don-
nées par GAIA d’une part et NJOY et PREPRO d’autre part au voisinage de la résonance à 2345 eV,
comme on peut le voir sur la figure 2.5.

Une analyse détaillée du fichier ENDF montre que la différence venait du fait que deux résonances
différentes avec des énergies identiques sont données dans ce fichier pour les mêmes nombres quan-
tiques (Jπ, l, s). Cette situation est physiquement interdite à cause du principe de Pauli et initialement
GAIA ne considérait donc dans ce cas qu’une des deux résonances. Néanmoins, le format ENDF ne
permet d’utiliser au mieux que 7 chiffres significatifs pour écrire une énergie : il est donc possible, si
les énergies des deux résonances sont très proches, que cette situation soit due à une erreur d’arrondi
et ne viole pas le principe de Pauli. Nous avons donc corrigé GAIA pour que la deuxième résonance
soit décalée de 10−10 fois son énergie dans ce genre de situations. Une fois cette correction effectuée,
l’accord avec NJOY et PREPRO est redevenu tout-à-fait acceptable (moins de 7 × 10−3 %) 1.

Lors de ces tests, une autre limitation du format ENDF est apparue : certaines valeurs, notamment
la masse, sont présentes plusieurs fois au sein d’une même évaluation, ce qui est évidemment source
d’erreurs. Ainsi nous avons relevé dans plusieurs évaluations la présence de deux masses différentes.
Dans certains cas, l’une d’elles était même supérieure à la somme des masses des nucléons. Dans les
cas avec les erreurs les plus importantes, choisir une masse plutôt que l’autre peut entraîner des
différences de plusieurs % sur les sections efficaces calculées. Nous avons relevé ce problème pour
les évaluations du Cr 50, 52 et 54 pour JENDL 3.3 et HE, de l’Ar 36 et 38 pour JENDL HE et celles de
40Ar pour ENDF/B.VII.0, ENDF/B.VII.1, JEFF 3.1, JENDL 3.3 et JENDL HE. Cela montre à nouveau
l’obsolescence du format ENDF.

2.5.2 Formalisme LRU = 1 et LRF = 7 de ENDF

Le formalisme LRU = 1 et LRF = 7 de ENDF est le nouveau formalisme matrice R limitée, qui
permet d’utiliser l’approximation Reich-Moore sans restriction supplémentaire (voire le formalisme

1. Il faut toutefois noter qu’il est possible que le fichier ENDF soit faux et qu’il n’y ait en réalité qu’une seule résonance
à cette énergie. En effet, les deux résonances sont données avec tous leurs paramètres identiques, ce qui laisse penser à une
erreur de copier-coller lors de la construction du fichier ENDF.
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FIGURE 2.5 – Section efficace élastique à 0 K du 154Gd (bibliothèque ENDF/B.VII.0), reconstruite par
GAIA, NJOY et PREPRO

général de la matrice R). Très peu d’évaluations l’utilisent actuellement, même si ce formalisme a
vocation à remplacer les autres dans le futur. Nous n’avons trouvé qu’une seule évaluation publique
l’utilisant, celle du 35Cl de la bibliothèque ENDF/B.VII.1. Luiz Leal, de Oak Ridge National Laboratory,
nous a fourni deux autres évaluations, qui ne sont pas encore publiques, pour que nous puissions
tester GAIA : une du 56Fe et une du 16O.

Ces évaluations utilisent toutes deux l’approximation Reich-Moore (sans restriction supplémen-
taire donc) et sont intéressantes du fait de l’inclusion de certains canaux dans le traitement par la
matrice R, ce qui n’aurait pas été possible en utilisant le formalisme LRU = 1 et LRF = 3 (dans ce cas,
les sections correspondantes auraient été données sous forme tabulée dans le fichier MF 3). Voici les
canaux qui ont été inclus (en plus de ceux pour la diffusion élastique et la capture radiative) pour
chacune des évaluations :

– 56Fe : canaux pour représenter la première diffusion inélastique. Il s’agit d’une réaction à seuil.
– 35Cl : canaux pour représenter l’émission d’un proton (réaction (n,p)). Cette réaction n’a pas de

seuil mais des forces de Coulomb interviennent dans les canaux qui contiennent le proton.
– 16O : canaux pour représenter la réaction (n,α), i.e. l’émission d’une particule 4He. C’est une

réaction à seuil et faisant intervenir des forces de Coulomb.

Pour avoir un point de comparaison pour les sections efficaces données par GAIA, nous avons
voulu traiter ces évaluations avec NJOY. Or nous n’avions au laboratoire que la version 99 de ce
code, dans laquelle l’utilisation du formalisme LRU = 1 et LRF = 7 n’est pas implémentée. Au début
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de l’année 2013, une nouvelle version de NJOY (NJOY 2012) est parue : elle est capable de traiter
tous les formalismes de ENDF. Malheureusement, nous n’avons pas encore obtenu la licence pour
l’utiliser. Luiz Leal, qui a cette licence, a eu la grande amabilité d’effectuer le traitement des trois
évaluations qui nous intéressent sur sa machine. Il a aussi utilisé le logiciel SAMMY qui, bien que
ce ne soit pas son but premier, peut également reconstruire des sections efficaces à partir de fichiers
évalués au format LRU = 1 et LRF = 7. GAIA a donc été testé contre les sections reconstruites par
NJOY et SAMMY qu’il nous a fournies, nous voulons à nouveau l’en remercier grandement.

Dans le cas de la nouvelle évaluation du 56Fe, GAIA est en accord tout-à-fait satisfaisant avec
NJOY 2012 et SAMMY. On peut voir sur la figure 2.6 que la différence relative entre GAIA et SAMMY
pour la section inélastique est toujours en dessous de 0.007 %, et qu’elle décroit rapidement quand
la section cesse d’être très petite. L’écart avec NJOY 2012 est sensiblement plus grand mais il ne
dépasse pas 0.002 % sauf au voisinage du seuil de réaction. Un zoom sur cette zone montre que cet
écart ne dépasse 0.1 % que pour des sections efficaces inférieures à 6 × 10−6 b, ce qui est sans grande
importance. L’accord sur les autres sections (élastique, totale et capture radiative) est encore meilleur.
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FIGURE 2.6 – Section efficace inélastique à 0 K du 56Fe, reconstruite par GAIA, NJOY 2012 et SAMMY

L’évaluation du 35Cl de ENDF/B.VII.1 est la première que nous ayons traitée où des forces de
Coulomb étaient à l’œuvre dans un canal de sortie. Cela nous a donc permis de tester notre implé-
mentation du calcul des facteurs Pl , Sl et φl dans le cas coulombien. Nous avons vu dans la section
2.2.3 que cela nécessite la connaissance des fonctions d’onde de Coulomb Fl(η, ρ) et Gl(η, ρ). Dans
GAIA, nous avions initialement utilisé la bibliothèque scientifique GSL (Gnu Scientific Library) [37]
qui contient une routine permettant le calcul de ces fonctions. L’écart relatif sur la section de réaction
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(n,p) calculée par NJOY 2012 et GAIA atteignait presque 3 %, ce qui n’est pas acceptable.
Nous avons alors changé notre façon de calculer les fonctions d’onde de Coulomb pour utiliser

la même méthode que NJOY 2012, à savoir l’algorithme codé par Nancy Larson, issu des sources de
SAMMY. Une comparaison avec les valeurs de références [38] des fonctions de Coulomb a montré
que l’algorithme de N. Larson était bien meilleur que celui de la bibliothèque GSL. La figure 2.7
montre alors que l’accord entre GAIA et SAMMY est très bon, tandis qu’entre GAIA et NJOY 2012
la différence relative peut atteindre 0.6 % à faible énergie mais devient rapidement acceptable. Cette
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FIGURE 2.7 – Section efficace (n,p) à 0 K du 35Cl, reconstruite par GAIA, NJOY 2012 et SAMMY avec
la même méthode de calcul des fonctions d’onde de Coulomb

différence à faible énergie est en fait due à une erreur de NJOY qui a depuis été corrigée. Pour une
résonance Eλ donnée, le format ENDF fournit en effet souvent la largeur de résonance en Eλ, Γλ,c(Eλ)
alors que nous avons besoin de la largeur réduite γλ,c. On passe de l’une à l’autre par :

Γλ,c(Eλ) = 2Pc(Eλ)γ
2
λ,c (2.100)

Où le facteur de pénétration est de la forme Pc(E) = A
√

E − Eseuil , avec Eseuil l’énergie de seuil
de la réaction considérée. Pour les résonances négatives, c’est-à-dire avec Eλ en dessous du seuil,
Pc(Eλ) = 0 et le format ENDF recommande d’utiliser, par convention, la formule suivante pour
passer de la largeur à la largeur réduite :

Γλ,c(Eλ) = 2A
√
|Eλ − Eseuil | γ2

λ,c (2.101)

Or NJOY utilisait une double valeur absolue :

Γλ,c(Eλ) = 2A
√
||Eλ| − Eseuil | γ2

λ,c (2.102)
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Une fois cette erreur corrigée, l’accord entre NJOY 2012 et GAIA redevient tout-à-fait satisfaisant sur
l’ensemble de l’intervalle d’énergie.

Terminons ces tests du traitement du formalisme LRU = 1 et LRF = 7 par l’évaluation de 16O qui a
à la fois un seuil et des forces de Coulomb pour la réaction (n,α). Comme on peut le voir sur la figure
2.8, l’accord entre GAIA, NJOY 2012 et SAMMY est très satisfaisant. Les erreurs relatives sont assez
grandes au voisinage de l’énergie de seuil, mais seulement pour des sections très petites, inférieures
à 10−6 b et cela n’a donc pas d’importance.
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FIGURE 2.8 – Section efficace (n,α) à 0 K du 16O, reconstruite par GAIA, NJOY 2012 et SAMMY avec
la même méthode de calcul des fonctions d’onde de Coulomb

2.5.3 Autres formalismes de ENDF pour le domaine résolu

Nous avons utilisé exactement la même méthodologie que dans le cas LRU = 1 et LRF = 3 pour
les trois derniers formalismes du domaine résolu qu’il nous reste à tester : LRF = 1, 2 et 4. Nous
numérotons à nouveau 1, 2 et 3 les critères de comparaison entre GAIA, NJOY et PREPRO que nous
avons définis plus haut.

Commençons par le formalisme LRU = 1 et LRF = 2, c’est-à-dire le formalisme MLBW (avec
restrictions) de ENDF. Sur l’ensemble des bibliothèques à notre disposition, nous avons trouvé 1573
domaines de résonance utilisant ce formalisme. Les résultats des comparaisons entre GAIA et NJOY
d’une part, et GAIA et PREPRO d’autre part sont donnés dans la table 2.3 pour chacun des trois
critères. GAIA et PREPRO s’accordent dans 100 % des cas et ne sont en désaccord avec NJOY que
pour un très faible nombre de domaines.
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TABLE 2.3 – Nombre de domaines où GAIA s’accorde avec NJOY et PREPRO en fonction du critère
retenu, pour le formalisme LRF=2, en ne considérant que les sections supérieures à 10−5 b

Critère Accord avec NJOY Désaccord avec Désaccord avec Désaccord avec
et PREPRO NJOY seul PREPRO seul NJOY et PREPRO

1 1563 10 0 0
2 1570 3 0 0
3 1570 3 0 0

Si on observe en détail les cas de désaccord avec NJOY, nous en trouvons deux types. Le premier
regroupe les 7 domaines de résonance pour lesquels seul le critère 1 n’est pas satisfait. Il s’agit des
évaluations de 32S pour ENDF/B.VII.0, ENDF/B.VII.1, JEF 2.2, JEFF 3.1 et JENDL HE et de 28Si pour
JENDL 3.3 et JENDL HE. Les différences relatives n’excèdent la borne de 0.1 % que pour quelques
points d’énergie et ne dépassent pas 0.6 % pour 32S et 3 % pour 28Si. Pour ce dernier noyau, NJOY
produit des sections avec des irrégularités semblables à celles observées pour 28Si avec le formalisme
LRF 3 (cf. section 2.5.1). Les différences relevées dans ces quelques cas sont donc sans conséquences
pratiques.

Il reste trois domaines de résonances où NJOY est en désaccord avec les deux autres codes, cette
fois selon les trois critères. Il s’agit des évaluations du 249Cm pour JEFF 3.1 et JENDL 3.3 et de celle du
105Pd pour JENDL 3.3. Les différences sont cette fois très importantes, atteignant environ 50 % pour
la section élastique de 105Pd et 100 % pour celle de 249Cm (cf figure 2.9). Pour les sections de capture
et de fission de 249Cm, cette différence relative est constante à environ 33 % (15 % pour la section
de capture de 105Pd), ce qui laisse penser à une erreur sur le calcul du facteur de spin gJ . En effet,
un examen attentif des fichiers évalués a montré que tous les moments angulaires totaux J étaient
faux ! L’évaluation indique que l’état fondamental du noyau 249Cm a un spin I2 = 1/2, ce qui est
correct d’après la charte des noyaux de National Nuclear Data Center [39]. Le neutron ayant un spin
I1 = 1/2, deux valeurs de spin de canal sont accessibles : s = 0 et s = 1. Les résonances sont toutes
définies avec un moment angulaire l = 0 et comme J est la somme vectorielle de l et s, seules deux
valeurs de J sont physiquement possibles : 0 et 1. Or l’évaluation indique J = 1/2 pour chacune des
résonances ! Le problème est similaire pour 105Pd où I2 = 5/2 (ce qui est correct [39]) et où toutes
les résonances correspondent aussi à l = 0. Les seules valeurs de J devraient donc être 2 et 3 mais
certaines résonances sont indiquées avec J = 5/2. Dans de tels cas, GAIA prend les valeurs de J
données dans le fichier évalué alors que manifestement NJOY les corrige, ce qui explique les écarts
observés. Cela illustre la nécessité de réviser ces anciennes évaluations pour les purger de ce genre
d’erreurs, facilement détectables.

Nous n’avons trouvé qu’une seule évaluation utilisant le formalisme Adler-Adler (LRU = 1 et
LRF = 4) : celle de 233U dans la bibliothèque ENDF/B.VI.8. De plus, ce formalisme n’est utilisé que
sur le domaine allant de 0.79 à 60 eV. Pour ce domaine, l’accord entre GAIA et NJOY d’une part,
et GAIA et PREPRO d’autre part, est excellent. Pour NJOY, aucun des trois critères n’est au-dessus
de 3.4 × 10−3% (pour une précision souhaitée de 0.1%) et pour PREPRO ces critères n’excèdent pas
5.7 × 10−5%.

Enfin, terminons par le cas de LRU = 1 et LRF = 1, c’est-à-dire le formalisme SLBW (avec restric-
tions) de ENDF. Les tests ont porté sur les 156 domaines de résonance qui l’utilisent. Les calculs avec
ce formalisme peuvent conduire à des sections efficaces négatives, ce qui n’a évidemment aucun sens
physique. NJOY traite ce problème en supprimant les valeurs négatives des sections (qui deviennent
égales à 10−8 b en ces points), ce que ne font ni PREPRO, ni GAIA pour éviter les problèmes que
cela induit sur l’addition des sections. En plus de cela, nous nous sommes aperçu en conduisant nos
tests que NJOY pouvait avoir des problèmes de précision pour les sections faibles, car il ne donne
pas assez de chiffres significatifs. Pour en avoir suffisamment pour pouvoir atteindre la précision
souhaitée (0.1. %), nous avons relevé la valeur minimale des sections que nous considérons dans nos
comparaisons de 10−5 b à 10−3 b.
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FIGURE 2.9 – Section efficace élastique à 0 K du 249Cm, reconstruite par GAIA, NJOY et PREPRO

Les résultats obtenus en fonction des trois critères sont donnés dans la table 2.4. On constate que
dans un nombre significatif de cas (27 % du total), GAIA est en désaccord avec les deux autres codes
selon le critère 1. Cependant ce n’est pas le cas pour les deux autres critères, notamment pour le
troisième qui est le plus important en pratique. L’erreur maximale, même quand elle excède 0.1 %,
demeure faible et n’excède jamais 0.5 %. De plus, ces erreurs ne concernent que les faibles sections.
Si on ne compare que les sections efficaces ayant des valeurs au-dessus de 0.01 b alors GAIA, NJOY
et PREPRO s’accordent pour la totalité des domaines testés. Enfin il faut souligner que ce formalisme
est largement obsolète et n’est plus utilisé pour les évaluations modernes. Nous ne nous y sommes
donc pas intéressés en détail, nous contentant d’appliquer exactement les formules données dans le
manuel ENDF. Pour toutes ces raisons, nous nous satisfaisons pour le moment de ces tests dans le
cas du formalisme LRU = 1 et LRF = 1.

TABLE 2.4 – Nombre de domaines où GAIA s’accorde avec NJOY et PREPRO en fonction du critère
retenu, pour le formalisme LRF=1, en ne considérant que les sections supérieures à 10−3 b

Critère Accord avec NJOY Désaccord avec Désaccord avec Désaccord avec
et PREPRO NJOY seul PREPRO seul NJOY et PREPRO

1 114 2 4 36
2 156 0 0 0
3 156 0 0 0
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2.5.4 Formalisme général de la matrice R

Nous avons également voulu tester notre implémentation du formalisme général, c’est-à-dire
n’utilisant aucune approximation. Dans les cas habituels, en dessous d’une certaine énergie, le noyau
que nous considérons n’est soumis qu’aux réactions de diffusion élastique, de capture radiative et
éventuellement de fission. Pour son traitement par la théorie de la matrice R, pour chaque quadruplet
(Jπ, l, s) un seul canal est nécessaire pour décrire la diffusion élastique. Habituellement deux canaux
suffisent pour la fission mais, comme nous l’avons déjà évoqué, un très grand nombre de canaux
est nécessaire pour la capture radiative. Bien évidemment, les évaluations nucléaires ne fournissent
pas les paramètres pour chacun de ces canaux. Dans le cadre de l’approximation Reich-Moore, cette
difficulté est contournée car seuls sont nécessaires les paramètres Γλ,γ (la largeur totale de capture
pour la résonance λ) et ∆λ,γ (considéré nul dans le formalisme LRU = 1 et LRF = 3 de ENDF) qui
correspondent à une somme sur tous les canaux contenant un photon (cf équations 1.189 et 1.190).
Ces deux paramètres sont donnés dans les fichiers évalués pour chaque résonance.

Pour pouvoir utiliser le formalisme général dans la reconstruction des sections efficaces, nous
devons donc générer pour chaque résonance λ un jeu de largeurs réduites γλ,c pour chacun des
canaux c, y compris ceux contenant un photon. Pour cela, nous partons d’une évaluation existante
du noyau qui nous intéresse au format Reich-Moore, laquelle fournit les γλ,c pour les canaux de
diffusion élastique et de fission, ainsi que les largeurs totales de capture Γλ,γ. Il nous manque donc
les γλ,p pour chacun des canaux p contenant un photon. Nous les obtenons en fixant le nombre nγ de
canaux contenant un photon puis en effectuant un tirage aléatoire en supposant que, comme dans le
domaine des énergies non-résolues, la distribution des largeurs de résonance Γλ,p pour une résonance
λ donnée suit une loi de distribution χ2 avec nγ degrés de liberté (c’est-à-dire que chaque canal ouvert
pour la capture radiative représente un degré de liberté). Plus précisément, pour chaque résonance
λ, nous tirons un ensemble de valeurs xp, une pour chaque canal p, selon la distribution :

p(x)dx =
nγ

2Γ(nγ/2)

(nγx
2

)nγ/2−1
e−nγx/2dx (2.103)

où Γ(nγ/2) désigne la fonction mathématique gamma évaluée en nγ/2. À un facteur multiplicatif
près, ces xp sont les largeurs Γλ,p. Nous voulons que la somme des Γλ,p soit égale à la largeur de
capture Γλ,γ donnée dans l’évaluation et prenons donc :

Γλ,p =
Γλ,γ

∑p xp
xp (2.104)

Les largeurs réduites s’obtiennent ensuite au signe près par la relation bien connue :

Γλ,p = 2Ppγ2
λ,p (2.105)

Or, nous sommes partis d’une évaluation utilisant l’approximation Reich-Moore, dont l’une des hy-
pothèses est que les signes des γλ,p sont aléatoires. Pour finir de générer ces paramètres, nous tirons
donc aléatoirement pour chaque résonance p un jeu de nγ signes sp selon une loi uniforme discrète.
Finalement, les largeurs réduites obtenues sont :

γλ,p = sp

√
Γλ,γ

∑p xp

xp

2Pp
(2.106)

Notons que nous ne pouvons appliquer cette méthode que pour des noyaux suffisamment lourds
pour que l’hypothèse de la distribution statistique des canaux contenant un photon soit valide.

En pratique, nous avons testé cette approche sur des fichiers évalués utilisant le formalisme LRU
= 1 et LRF = 3 de ENDF et nous avons donc ajouté les approximations spécifiques à ce formalisme,
notamment la conservation de l et s (i.e. X J

c,c′ = 0 si l 6= l′ ou s 6= s′) et le fait que S0
c = 0 à toute
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énergie pour tout canal c. En utilisant les paramètres fournis par le fichier (énergies de résonance Eλ

et largeurs réduites pour la diffusion élastique et les deux canaux de fission), ainsi que les largeurs
réduites des canaux avec photon que nous avons générées, on peut alors calculer les sections efficaces
sans l’approximation Reich-Moore à l’aide des formules de la section 2.3.

Pour un même fichier évalué, nous sommes donc capables de comparer les sections efficaces avec
utilisation ou non de l’approximation Reich-Moore. Pour un nombre nγ de canaux avec photon suf-
fisamment grand, cette différence devrait être relativement faible car nous retrouvons les conditions
justifiant l’approximation Reich-Moore. Pour tester cela, nous sommes partis de l’évaluation de 235U
dans la bibliothèque ENDF/B.VII.1. Les sections de capture radiative obtenues en utilisant d’une
part l’approximation Reich-Moore et d’autre part le formalisme général avec nγ = 200 sont présen-
tées avec leur différence relative dans la figure 2.10.
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FIGURE 2.10 – Section efficace de capture à 0 K de 235U reconstruite en utilisant soit le formalisme
général avec 200 canaux, soit l’approximation Reich-Moore

Comme on peut le constater, la différence relative entre les deux sections n’est pas négligeable,
pouvant atteindre environ 20 % en certains points. Cependant, on voit que la distribution des diffé-
rences est environ symétrique par rapport à zéro, ce qui signifie que le formalisme Reich-Moore n’in-
troduit vraisemblablement pas d’erreur systématique. La figure 2.11 montre un zoom de ces sections
entre 990 et 1010 eV. On voit ainsi que la différence entre les deux formalismes est principalement
sensible au niveau des creux entre résonances et qu’elle est alternativement positive et négative.

Pour préciser, nous avons repris les trois indicateurs présentés dans la section 2.5.1 2. Nous nous
intéressons également à la façon dont les différences relatives se répartissent autour de zéro, une

2. À savoir le maximum des valeurs absolues des différences relatives sur tout l’intervalle d’énergie (indicateur 1), leur

83



10-1

2

5

1

2

5

10

2

5

102

2
Se

ct
io
n
ef
fi
ca
ce

[b
ar
n]

Reconstruction avec GAIA - approximation Reich-Moore
Reconstruction avec GAIA - formalisme général avec 200 canaux de capture

-20

-10

0

10

D
if
fé
re
nc

e
re
la
ti
ve

[%
]

990 992 994 996 998 1000 1002 1004 1006 1008 1010

Énergie du neutron incident [eV]

Différence relative entre les 2 sections

FIGURE 2.11 – Section efficace de capture à 0 K de 235U reconstruite en utilisant soit le formalisme
général avec 200 canaux, soit l’approximation Reich-Moore

répartition symétrique indiquant l’absence d’effets systématiques. Nous avons donc ici défini un
indicateur 2 bis qui est la moyenne des différences relatives (prises sans valeur absolue). La table 2.5
présente les valeurs de ces indicateurs, toujours pour la section de capture de 235U, pour différentes
valeurs du paramètre nγ. On remarque d’abord que les valeurs des indicateurs 1, 2 et 3 diminuent
à mesure que nγ augmente, ce qui correspond au fait que l’approximation Reich-Moore est la limite
du formalisme général pour un très grand nombre de canaux. On voit également que, selon ces trois
indicateurs, la différence entre les deux formalismes reste sensible mais a tendance à se stabiliser
au-delà de nγ = 50 ou 100, ce qui semble indiquer que nous avons pris suffisamment de canaux
pour représenter la capture radiative. Dans tous les cas, l’indicateur 2 bis reste proche de zéro, ce qui
confirme qu’il n’y a pas de différence systématique entre les deux formalismes. Enfin, l’indicateur 3
est toujours supérieur à quelques % même pour les grandes valeurs de nγ, ce qui indique qu’utiliser
Reich-Moore plutôt que le formalisme général a une influence légère mais sensible sur les sections
intégrales, qui sont celles utilisées en pratique. Cependant, le fait que la valeur de l’indicateur 3
évolue peu pour nγ entre 20 et 250 suggère qu’il pourrait être possible d’approcher assez bien les
sections dans le formalisme général en n’utilisant qu’une vingtaine de canaux de capture.

La valeur des sections utilisant le formalisme général dépend du tirage aléatoire des paramètres
de capture. Entre deux tirages différents les valeurs des trois indicateurs changent donc. Pour remplir
la table 2.5 nous avons pour chaque paramètre nγ effectué 100 tirages aléatoires, calculant les trois

moyenne (indicateur 2) et la valeur absolue de la différence relative entre les intégrales de la section pondérée par un flux
en 1/E (indicateur 3)
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indicateurs à chaque fois. Les valeurs entrées dans la table sont les moyennes sur tous ces tirages. La
reconstruction des résonances en utilisant le formalisme général nécessite l’inversion d’une matrice
de dimension nγ + 3 et devient donc rapidement très coûteuse en temps de calcul. C’est pourquoi
nous nous sommes contentés de 100 tirages. Pour obtenir des valeurs plus fiables, il faudrait aug-
menter ce nombre de tirages.

TABLE 2.5 – Valeurs des trois indicateurs de comparaison entre la section de capture de 235U à 0 K
reconstruite avec l’approximation Reich-Moore ou avec le formalisme général

Indicateur 1 Indicateur 2 Indicateur 2 bis Indicateur 3
nγ = 1 394 % 40 % 2.2 % 41 %
nγ = 5 160 % 18 % 0.43 % 16 %
nγ = 10 107 % 13 % 0.13 % 11 %
nγ = 20 73 % 8.9 % 8.0 × 10−2 % 8.7 %
nγ = 50 46 % 5.6 % 6.5 × 10−3 % 5.2 %
nγ = 100 32 % 4.0 % 3.1 × 10−2 % 3.2 %
nγ = 150 26 % 3.2 % 1.4 × 10−2 % 2.6 %
nγ = 200 23 % 2.8 % 1.1 × 10−2 % 2.4 %
nγ = 250 20 % 2.5 % 5.7 × 10−3 % 2.3 %

Il faut bien noter que les paramètres donnés dans le fichier évalué ont été calculés de façon à ce
que la section reconstruite avec le formalisme Reich-Moore soit la plus proche possible des valeurs
expérimentales et des modèles disponibles. La section que nous avons artificiellement reconstruite
avec le formalisme général n’est donc pas une modélisation plus précise de la réalité. La différence
entre les deux formalismes permet simplement d’illustrer les effets de l’approximation Reich-Moore
et les gains potentiels qui pourraient être obtenus en utilisant le formalisme général pour la déter-
mination des paramètres de résonance. Enfin nous avons montré ici les résultats pour la section de
capture car c’est sur cette section que les différences sont les plus marquées. Nous avons le même
genre de résultats sur les sections totale, élastique et de fission.

2.6 Domaine des résonances non-résolues

2.6.1 Implémentation dans GAIA

Comme nous l’avons indiqué dans la partie 1.13, les paramètres permettant la reconstruction des
sections efficaces ne sont pas connus dans le domaine non-résolu, mais leurs moyennes 〈.〉λ sur un
grand nombre de résonances et leurs distributions statistiques sont données dans les fichiers évalués.
À partir de ces paramètres il est alors possible de calculer des sections efficaces moyennes 3. Ces
moyennes sont prises sur un petit intervalle d’énergie centré en E et de largeur δ contenant un grand
nombre de résonances, on les note avec le symbole 〈.〉E. En général il est intéressant de les pondérer
par un flux neutronique φ :

〈σ〉E =
1

∫ E+δ/2
E−δ/2 φ(E)dE

∫ E+δ/2

E−δ/2
σ(E)φ(E)dE (2.107)

Ce flux permet de modéliser le phénomène d’auto-protection : la présence de noyaux absorbant des
neutrons "creuse" le flux aux énergies de résonance et diminue donc la section moyenne. Les sections
auto-protégées doivent être calculées si l’on veut créer des fichiers d’entrée pour les codes neutro-
nique multi-groupes, ce qui n’est pas notre objectif ici. Dans GAIA nous nous sommes donc contentés

3. Il est également possible d’en tirer des tables de probabilité, mais cela n’a pas été fait lors de ce doctorat

85



de calculer ces sections moyennes pour un flux constant :

〈σ〉E =
1
δ

∫ E+δ/2

E−δ/2
σ(E)dE (2.108)

Physiquement cela revient à considérer que le flux neutronique n’est pas affecté par la présence des
noyaux, c’est-à-dire que tout se passe comme si chaque noyau était seul. On parle donc de sections
infiniment diluées.

Le calcul de ces sections moyennes infiniment diluées a été implémenté dans GAIA dans les ob-
jets de la classe RESONANCERANGE_URR. Comme le formalisme LRU = 2 de ENDF est le seul
actuellement disponible pour fournir les paramètres dans le domaine non-résolu, nous avons utilisé
les mêmes restrictions que ce formalisme pour reconstruire les sections moyennes. Cela signifie que
seules trois réactions peuvent être traitées : la diffusion élastique (la largeur correspondante pour une
résonance λ et un quadruplet (Jπ, l, s) est Γλ,nlsJ), la fission (largeur correspondante Γλ, f lsJ) et la cap-
ture radiative (largeur correspondante Γλ,γlsJ). L’effet des autres réactions éventuelles sur la largeur
totale Γλ,lsJ est modélisée par une largeur compétitive Γλ,xlsJ : Γλ,lsJ = Γλ,nlsJ + Γλ, f lsJ + Γλ,γlsJ + Γλ,xlsJ .
Enfin la dernière restriction est de supposer que l est conservé lors des réactions. On a vu dans la par-
tie 2.1.1 que les sections moyennes étaient alors données par :

〈σel〉E(E) =
4π

k2 ∑
l

(2l + 1) sin2 φl +
2π2

k2 ∑
J

∑
l

gJ

〈DJ,l〉λ

[〈
Γ2

λ,nl J

Γλ,l J

〉

λ

+ 2 sin2(φl)
〈
Γλ,nl J

〉
λ

]
(2.109)

〈σf is〉E(E) =
2π2

k2 ∑
J

∑
l

gJ

〈DJ,l〉λ

〈
Γλ,nl J Γλ, f l J

Γλ,l J

〉

λ

(2.110)

〈σγ〉E(E) =
2π2

k2 ∑
J

∑
l

gJ

〈DJ,l〉λ

〈
Γλ,nl J Γλ,γl J

Γλ,l J

〉

λ

(2.111)

où 〈DJ,l〉λ est l’espacement moyen des résonances correspondant aux nombres quantiques l et J et
où Γλ,nl J = ∑s Γλ,nl Js (de même pour les largeurs de fission, de capture, compétitive et totale). Il s’agit
des formules données dans le manuel du format ENDF [2], qui sont donc utilisées dans NJOY et
PREPRO.

Les quantités 〈DJ,l〉λ et
〈
Γλ,al J

〉
λ

étant fournies dans les fichiers évalués (a signifiant n, f , x ou γ),

il reste à calculer les
〈

Γλ,nl J Γλ,al J
Γλ,l J

〉
λ
. L’approximation

〈
Γλ,nl J Γλ,al J

Γλ,l J

〉

λ

≈
〈
Γλ,nl J

〉
λ

〈
Γλ,al J

〉
λ〈

Γλ,l J
〉

λ

(2.112)

ne donnant pas de résultats corrects [40], nous avons utilisé la méthode donnée dans le manuel de
SAMMY [18]. Pour plus de clarté, nous omettrons dans la suite l’indice λ pour l’opérateur 〈.〉λ ainsi
que les indices λ, l et J pour les Γλ,al J , et nous noterons Γa au lieu de 〈Γλ,al J〉 et Γtot au lieu de Γλ,l J .
L’idée de départ est de remarquer que :

1
Γtot

=
∫ +∞

0
e−qΓtot dq (2.113)

En utilisant la linéarité de la moyenne, il vient (par exemple dans le cas de la fission) :
〈

ΓnΓ f

Γtot

〉
=
∫ +∞

0

〈
ΓnΓ f e−qΓtot

〉
dq (2.114)

Ensuite Γtot est la somme des Γa et ceux-ci peuvent être considérés comme des variables aléatoires
indépendantes donc :

〈
ΓnΓ f e−qΓtot

〉
=
〈

Γn e−qΓn

〉 〈
Γ f e−qΓ f

〉 〈
e−qΓx

〉 〈
e−qΓγ

〉
(2.115)
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Nous avons déjà vu que la variable aléatoire x = Γa/Γa suivait une loi de probabilité χ2 avec νa

degrés de liberté (les νa sont fournis par le fichier évalué), c’est-à-dire que sa densité est :

fa(x) =
νa/2

Γ(νa/2)

(νax
2

)νa/2−1
e−νax/2 (2.116)

où Γ(νa/2) désigne la fonction mathématique gamma évaluée en νa/2. Cette densité peut être utilisée
pour calculer les moyennes apparaissant dans l’équation 2.115. Nous donnons les résultats après
simplification :

〈
e−qΓa

〉
=
∫ +∞

0
fa(x)e−qxΓa dx =

(
1 + q

2Γa

νa

)−νa/2

(2.117)

〈
Γa e−qΓa

〉
=
∫ +∞

0
fa(x)xΓae−qxΓa dx = Γa

(
1 + q

2Γa

νa

)−νa/2−1

(2.118)

Nous obtenons finalement la quantité cherchée :

〈
ΓnΓ f

Γtot

〉
= ΓnΓ f

∫ ∞

0

(
1 + q

2Γn

νn

)− νn
2 −1(

1 + q
2Γ f

ν f

)−
ν f
2 −1(

1 + q
2Γγ

νγ

)− νγ
2 (

1 + q
2Γx

νx

)− νx
2

dq

(2.119)
Les expressions pour

〈
ΓnΓγ

Γtot

〉
et
〈

ΓnΓx
Γtot

〉
sont analogues. On peut montrer de façon similaire que :

〈
Γ2

n

Γtot

〉
= Γ

2
n

(
1 +

2
νn

) ∫ ∞

0

(
1 + q

2Γn

νn

)− νn
2 −2(

1 + q
2Γ f

ν f

)−
ν f
2
(

1 + q
2Γγ

νγ

)− νγ
2 (

1 + q
2Γx

νx

)− νx
2

dq

(2.120)
Usuellement, la capture correspondant à un très grand nombre de canaux ouverts, nous prenons
νγ = +∞. Cela signifie que les largeurs Γλ,γl J sont uniformément distribuées avec la valeur Γγ. En
conséquence :

〈
e−qΓγ

〉
=

(
1 + q

2Γγ

νγ

)−νγ/2

= e−qΓγ (2.121)

〈
Γγ e−qΓγ

〉
= Γγ

(
1 + q

2Γγ

νγ

)−νγ/2−1

= Γγ e−qΓγ (2.122)

Si Γγ 6= 0, on peut calculer les intégrales des équations 2.119 et 2.120 en faisant le changement de
variable u = e−qΓγ puis en appliquant un algorithme d’intégration automatique.

Avec ces relations, nous sommes donc capables de calculer les sections efficaces moyennes dans le
domaine non-résolu à partir des paramètres fournis dans le fichier évalué. NJOY et PREPRO utilisent
quant à eux une méthode issue du code MC2-II [41] pour calculer les

〈
ΓnΓa
Γtot

〉
.

Les paramètres moyens 〈Dl J〉λ et 〈Γλ,al J〉λ peuvent dépendre de l’énergie. Dans ce cas, le for-
mat ENDF donne leurs valeurs sur un ensemble d’énergies Ek. Cela permet de calculer les sections
moyennes 〈σa(Ek)〉E en chacun de ces points et le manuel ENDF recommande d’effectuer ensuite une
interpolation, selon une loi fournie, entre les 〈σa(Ek)〉E pour obtenir les sections moyennes à n’im-
porte quelle énergie. Or cela suppose que les paramètres sont donnés sur une grille suffisamment
fine pour que l’interpolation n’entraîne pas une trop grande perte de précision, ce qui n’est généra-
lement pas le cas. Ainsi si l’on suit cette recommandation les sections efficaces moyennes calculées
présentent des irrégularités non physiques. Pour obtenir des sections convenables, il est préférable
d’interpoler les paramètres 〈Dl J〉λ et 〈Γλ,al J〉λ à l’énergie E souhaitée pour ensuite calculer exacte-
ment 〈σa(E)〉E à partir de ces paramètres interpolés [42, 43]. Suivant en cela PREPRO, nous avons
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utilisé l’interpolation sur les paramètres pour reconstruire les sections moyennes dans le domaine
non-résolu avec GAIA.

Cependant, la version de NJOY (99.259) que nous utilisons emploie l’interpolation sur les sec-
tions. Pour illustrer la différence entre ces deux méthodes, nous avons tracé sur la figure 2.12 les
sections moyennes de capture dans le domaine non-résolu pour 243Pu (bibliothèque ENDF/B.VI.8)
reconstruites avec NJOY 99.259 d’une part et GAIA et PREPRO d’autre part. On constate que la dif-
férence est importante, atteignant 11 %, et que l’utilisation de l’interpolation sur les sections conduit
à des formes grossièrement linéaires par morceau qui ne correspondent pas à la physique. Il est as-
sez clair sur cet exemple que le problème vient du faible nombre de points d’énergie sur lesquels les
paramètres sont fournis dans le fichier évalué.
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FIGURE 2.12 – Section efficace moyenne de capture à 0 K de 243Pu dans le domaine non-résolu recons-
truite avec interpolation sur les sections (NJOY) et sur les paramètres (GAIA et PREPRO)

2.6.2 Validation

Comme la version de NJOY dont nous disposons (99.259) utilise l’interpolation sur les sections
efficaces et non sur les paramètres, nous avons seulement utilisé PREPRO pour valider notre implé-
mentation du calcul des sections moyennes infiniment diluées dans le domaine non-résolu.

Ces sections moyennes calculées avec GAIA et PREPRO ont été comparées sur l’ensemble des
domaines de résonance utilisant les formalismes LRU=2 pour les mêmes bibliothèques que précé-
demment : ENDF/B.VI.8, ENDF/B.VII.0, ENDF/B.VII.1, JEF 2.2, JEFF 3.0, JEFF 3.1, JENDL 3.3 et
JENDL HE. Nous n’avons cependant pas considéré les évaluations mettant en jeu plusieurs isotopes
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différents, ni celles avec un paramètre LSSF égal à 0 (ce qui signifie explicitement que les paramètres
du fichier MF 2 ne doivent pas être utilisés pour calculer des sections moyennes infiniment diluées).
Au total cela représente 1139 domaines de résonance. Nous avons utilisé deux critères de comparai-
son : les critères 1 et 2 définis plus haut. Étant donné que les sections moyennes sont les intégrales des
sections ponctuelles, nous n’avons pas utilisé ici de critère intégral analogue au critère 3 des parties
précédentes. Comme dans la section 2.5, nous avons calculé les sections efficaces avec GAIA sur les
points de la grille d’énergie fournie par PREPRO et nous n’avons pas ajouté les sections complémen-
taires du fichier MF 3.

La table 2.6 montre les résultats des comparaisons que nous avons effectuées, en classant les
domaines de résonance retenus en fonction de l’option du formalisme LRU = 2 qu’ils utilisent : LRF =
1 et LFW = 0 (tous les paramètres sont indépendants de l’énergie), LRF = 1 et LFW = 1 (les largeurs de
fission sont les seuls paramètres à dépendre de l’énergie) ou LRF = 2 (les paramètres D, Γn, Γ f , Γγ et Γx

peuvent dépendre de l’énergie). Seules deux évaluations utilisent la seconde option, ce qui représente
huit domaines car chacune des évaluations est reprise dans quatre bibliothèques différentes. Bien
que GAIA et PREPRO s’accordent selon les deux critères pour la majorité des domaines testés, on
constate qu’il y a un nombre significatif de cas de désaccord pour les première et dernière options
(respectivement 25 % et 33 % des cas testés).

TABLE 2.6 – Nombre de domaines où GAIA ne s’accorde pas avec PREPRO en fonction du critère
retenu, pour les trois options du formalisme LRU=2

Option du formalisme Nombre total de Désaccord avec PREPRO Désaccord avec PREPRO
domaines testés selon le critère 1 selon le critère 2

LRU=2, LRF=1, LFW=0 87 22 21
LRU=2, LRF=1, LFW=1 8 0 0

LRU=2, LRF=2 1044 340 227

Une première explication réside dans le traitement des degrés de liberté νn, ν f , νx et νγ des diffé-
rentes réactions. Ces paramètres sont fournis dans l’évaluation au format ENDF et peuvent a priori
être des réels non-entiers. Par exemple, dans le cas de la réaction compétitive, un νx non-entier peut
être donné si les canaux de sortie correspondants ne sont ouverts qu’à partir d’un seuil d’énergie.
Or il s’avère que PREPRO n’accepte que des valeurs entières pour les degrés de liberté, cela étant dû
à la méthode utilisée pour le calcul des 〈 ΓnΓa

Γtot
〉. Dans le cas d’une valeur non-entière dans l’évalua-

tion, PREPRO prend sa partie entière. Après vérification dans les sources de NJOY 99.259, nous nous
sommes aperçu que ce code faisait la même chose mais en prenant l’entier le plus proche de la va-
leur de νa donnée. Dans GAIA, la méthode que nous utilisons pour le calcul des 〈 ΓnΓa

Γtot
〉 nous permet

d’utiliser des νa non-entiers et nous gardons donc la valeur réelle donnée par le fichier ENDF. Pour
mesurer l’impact de cet effet, nous avons provisoirement modifié GAIA de façon à remplacer les de-
grés de liberté par leur valeur entière avant de faire tourner à nouveau les comparaisons. Nous avons
ainsi constaté que cette différence dans l’interprétation des données permettait d’expliquer 28 cas de
désaccord entre GAIA et PREPRO, les différences entre les sections moyennes pouvant atteindre 5 %.

Le reste des désaccords est dû au fait que GAIA et PREPRO utilisent des méthodes de calcul des
〈 ΓnΓa

Γtot
〉 différentes. En modifiant provisoirement GAIA pour utiliser la même méthode que PREPRO,

nous obtenons un accord entre ces deux codes sur 100 % des domaines testés, quels que soient le
critère de comparaison retenu et l’option du formalisme LRU = 2 utilisée. Malgré cela, nous avons
décidé de conserver la méthode que nous avons présentée ci-dessus dans GAIA, pour plusieurs rai-
sons. D’abord cette méthode permet de calculer 〈 ΓnΓa

Γtot
〉 pour un degré de liberté νa non-entier, contrai-

rement à celle utilisée dans PREPRO, qui n’autorise que des νa entiers. Ensuite, cette méthode est celle
qu’utilise le code SAMMY, qui est utilisé par les évaluateurs pour déterminer les paramètres à partir
des données expérimentales et des modèles décrivant le noyau. Il est donc préférable qu’un code
de traitement des données nucléaires s’accorde avec SAMMY. Enfin, les différences relatives maxi-
males entre les sections efficaces moyennes reconstruites restent assez faibles, même si elles dépassent
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0.1 %. La différence relative maximale due à cette différence de méthode que nous avons observée
sur l’ensemble des domaines testés est de 2 %. Cela reste tout-à-fait raisonnable.
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Chapitre 3

Effet Doppler sur les sections efficaces

Les résultats présentés dans les parties 3.3 et 3.4 ont fait l’objet d’un article dans le journal Nuclear
Science and Engineering [20] (accepté pour publication).

3.1 Théorie

3.1.1 Description du phénomène

Nous avons vu dans le chapitre 2 comment les sections efficaces correspondant à un noyau im-
mobile dans le référentiel du laboratoire sont reconstruites à partir des paramètres donnés dans les
fichiers évalués. La théorie développée dans le chapitre 1 montre que ces sections sont fonctions de
l’énergie du neutron incident dans le centre de masse ou, de façon équivalente, de la vitesse relative vr

du neutron par rapport au noyau cible. Si ce noyau est immobile, alors cette vitesse relative est égale
à la vitesse v du neutron dans le référentiel du laboratoire. Or le noyau cible n’est rigoureusement
immobile que s’il appartient à un matériel dont la température est le zéro absolu (0 K), ce qui n’est
pas le cas des situations physiques nous intéressant en pratique. Par exemple, un assemblage com-
bustible dans un réacteur nucléaire commercial standard est soumis à des températures comprises
entre 600 K et 1200 K en conditions normales. Lorsque le matériel a une température non nulle, le
noyau cible est soumis à l’agitation thermique et v devient donc différente de vr. En conséquence, la
section efficace observée, qui est fonction de v, dépend de la température du noyau cible. C’est cette
dépendance en température que l’on appelle l’effet Doppler des sections efficaces.

Pour illustrer l’impact de l’agitation thermique du noyau cible, et pour justifier le nom d’effet
Doppler, la figure 3.1, extraite du site de vulgarisation [44], montre la section efficace de capture de
238U à différentes énergies au voisinage d’une résonance. Lorsque l’énergie du neutron incident est
inférieure à l’énergie de résonance, si le neutron rencontre un noyau qui se dirige en sens opposé,
alors la vitesse relative du neutron est supérieure à v et 1

2 mv2
r peut atteindre l’énergie de résonance.

La situation est symétrique au-dessus de la résonance, ce qui explique l’élargissement du pic quand
la température devient plus grande que 0 K. Le phénomène décrit est analogue à l’effet Doppler que
l’on rencontre en acoustique, d’où son nom. La situation que présente la figure est très générale :
l’effet Doppler élargit les pics de résonance et diminue leur maximum. Pour cette raison, on parle
également d’élargissement Doppler des résonances. Notons que l’aire sous le pic est approximative-
ment conservée (en réalité, c’est l’intégrale du taux de réaction, soit la section multipliée par la vitesse
incidente, qui est rigoureusement conservée). Enfin, plus la température est élevée, plus l’effet Dop-
pler est important, comme on peut le remarquer sur la figure 3.1.

Ce phénomène a une grande importance en physique des réacteurs, notamment pour la sûreté
des réacteurs à neutrons thermiques. En effet, dans ces réacteurs, les neutrons sont produits par
fission à haute énergie (environ 2 MeV) et sont ensuite ralentis jusqu’à l’énergie thermique où ils
pourront à leur tour initier des fissions. Lors de ce ralentissement, les neutrons parcourent tout le
domaine d’énergie des résonances de la section de capture des noyaux présents. Quand un neutron
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FIGURE 3.1 – Impact de l’effet Doppler sur une résonance (section de capture de 238U)

est capturé, il n’est évidemment plus disponible pour alimenter les fissions, donc lorsque le taux
de capture augmente, la réactivité totale diminue. Or, on peut considérer que le ralentissement du
neutron s’effectue par "bonds" dans le sens décroissant de l’énergie et que si un de ces bonds amène
le neutron sur un pic de résonance alors il est absorbé. Le taux d’absorption est donc d’autant plus
important que la largeur des pics est élevée (car l’augmentation de la largeur augmente la probabilité
que le neutron tombe sur le pic). Donc, quand la température dans le réacteur augmente, la largeur
des pics de capture augmente du fait de l’élargissement Doppler, ce qui tend à faire diminuer la
réactivité totale et donc à faire baisser la température : on parle d’un phénomène d’auto-stabilisation.
L’effet Doppler contribue ainsi à la sûreté des réacteurs à neutrons thermiques [45].

3.1.2 Établissement de l’équation fondamentale

L’équation régissant l’effet Doppler a été établie dans de nombreuses références de la littérature,
voir par exemple [46, 47, 48], nous allons rappeler dans cette partie les principales étapes nécessaires
à son obtention. Considérons un flux de nP particules par unité de volume arrivant avec une vitesse−→v (dans le référentiel du laboratoire) sur un matériel à la température T contenant Nc noyaux cibles.
Nous nous intéressons à la section efficace de réaction effective σT permettant de rendre compte du
taux de réaction dans ce cas. On veut l’exprimer en fonction de l’énergie cinétique E d’une particule
incidente dans le référentiel du laboratoire : E = 1

2 mv2. D’après l’équation 1.2, le nombre de réactions
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par unité de temps est :
dN
dt

= nP Nc v σT(
1
2

mv2) (3.1)

D’autre part, du fait de leur température, les noyaux cibles ont des vitesses
−→
V dans le référentiel du

laboratoire. Ces vitesses sont distribuées selon une loi de densité p(
−→
V ), ce qui signifie que p(

−→
V )d3V

est la proportion des vitesses comprises dans un petit voisinage d3V de l’espace des vitesses autour
de

−→
V . Si on considère un seul noyau cible, la vitesse relative des particules incidentes par rapport à

ce noyau est −→v r =
−→v −−→

V . Grâce aux formules du chapitre 2, nous savons calculer la section efficace
σ0 pour un noyau cible immobile (qui est donc à 0 K). Cette section s’exprime en fonction de l’énergie
Er =

1
2 mv2

r . Le nombre de réactions par unité de temps pour un unique noyau cible dans le référentiel
où il est immobile est donc :

N1 = nP vr σ0(
1
2

mv2
r ) (3.2)

Or, le nombre de réactions ne dépend évidemment pas du référentiel choisi et est donc le même, pour
cet unique noyau, dans le référentiel du laboratoire ou dans celui où il est immobile. Pour obtenir le
nombre total de réactions, il faut sommer sur toutes les vitesses

−→
V des noyaux cibles :

dN
dt

= nP Nc

∫
−→
V :vr>0

vr σ0(
1
2

mv2
r ) p(

−→
V )d3V (3.3)

La restriction relative au domaine d’intégration traduit le fait que si vr ≤ 0, alors le neutron inci-
dent ne rencontrera jamais le noyau cible. La comparaison des deux équations donnant dN

dt permet
d’exprimer l’équation fondamentale gouvernant l’effet Doppler :

v σT(
1
2

mv2) =
∫
−→
V :vr>0

vr σ0(
1
2

mv2
r ) p(

−→
V )d3V (3.4)

Cette équation exprime la conservation du taux de réaction v σT(
1
2 mv2) : le taux à la température

T est la somme des taux à 0 K qui correspondent à la même vitesse v, pondérés par la distribution
des vitesses des cibles. Ces taux de réaction sont proportionnels au nombre de réactions par unité de
temps et ont donc une signification physique indépendamment du référentiel considéré.

On écrit ensuite
−→
V en coordonnées sphériques dans l’espace des vitesses :

−→
V = (V, θV , ψV), où

les angles θV et ψV sont définis par rapport à l’axe du vecteur −→v . Ainsi : d3V = V2dVdµVdψV , avec
µV = cos θV . La condition vr > 0 va être explicitement incluse dans l’intégrande avec H(vr), où H est
la fonction de Heaviside. On obtient :

v σT(
1
2

mv2) =
∫ +∞

0
dV

∫ 1

−1
dµV

∫ 2π

0
dψV vr σ0(

1
2

mv2
r ) H(vr) V2 p(V, µV , ψV) (3.5)

Comme −→v =
−→
V + −→v r, alors v2

r = v2 + V2 − 2vVµV , ce qui permet de faire le changement de va-
riables (V, µV) → (V, vr). Ainsi vrdvr = −vVdµV , de plus la condition −1 ≤ µV ≤ 1 implique que
(vr − v)2 ≤ V2 ≤ (vr + v)2. Finalement l’équation 3.4 se transforme en :

v σT(
1
2

mv2) =
1
v

∫ +∞

0
dvr

∫ v+vr

|v−vr |
dV

∫ 2π

0
dψV v2

r σ0(
1
2

mv2
r ) V p(V,

v2 + V2 − v2
r

2vV
, ψV) (3.6)

3.1.3 Cas du gaz parfait

Pour aller plus loin dans l’expression des sections efficaces à une température T, il faut connaître
la distribution p(

−→
V ). En pratique, les noyaux cibles sont souvent à l’état solide, au sein d’un cristal

par exemple, et cela affecte la distribution de leurs vitesses. Cependant, lorsque l’énergie de la parti-
cule incidente est très supérieure à l’énergie des liaisons chimiques, on peut négliger leur influence
et considérer que la distribution des vitesses est semblable à celle d’un gaz parfait. Si les liaisons
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chimiques ne sont pas trop fortes, Lamb [49] a de plus montré que, même pour de faibles énergies
incidentes, la distribution des vitesses des cibles était également celle d’un gaz parfait où la tempéra-
ture réelle est remplacée par une température effective.

Le modèle du gaz parfait permet donc de rendre compte de l’effet Doppler sur les sections ef-
ficaces dans la majorité des cas. Dans le cadre de ce modèle, les vitesses suivent la distribution de
Maxwell :

p(
−→
V ) =

(
β

π

)3/2

e−βV2
(3.7)

Le facteur β est donné par :

β =
M

2kT
(3.8)

où M est la masse d’un noyau cible et k la constante de Boltzmann. En utilisant la distribution de
Maxwell dans l’équation 3.6 et en intégrant sur ψV , on obtient :

σT(
1
2

mv2) =
1
v2

2β3/2
√

π

∫ +∞

0
dvr v2

r σ0(
1
2

mv2
r )
∫ v+vr

|v−vr |
dV V e−βV2

(3.9)

Si enfin on intègre selon V, on arrive à l’équation décrivant l’effet Doppler lorsque les noyaux cibles
se comportent comme un gaz parfait :

σT(
1
2

mv2) =
1
v2

√
β

π

∫ +∞

0
v2

r σ0(
1
2

mv2
r )
[
e−β(v−vr)2 − e−β(v+vr)2

]
dvr (3.10)

En effectuant les changements de variables Er =
1
2 mv2

r et E = 1
2 mv2, on obtient l’équation équivalente

qui suit :

σT(E) =
1
E

√
α

4π

∫ +∞

0

√
Er σ0(Er)

[
e−α(

√
E−

√
Er)

2

− e−α(
√

E+
√

Er)
2
]

dEr (3.11)

avec
α =

A
kT

et A =
M
m

(3.12)

Le terme
√

α

4πE

[
e−α(

√
E−

√
Er)

2

− e−α(
√

E+
√

Er)
2
]

est appelé le noyau de Solbrig [46].

3.2 Méthodes de résolution existantes

Nous allons brièvement présenter dans cette partie plusieurs méthodes existant pour résoudre
l’équation 3.11. Nous verrons que toutes ces méthodes utilisent des approximations, ou sont sujettes à
des restrictions, qui étaient pour la plupart justifiées par la limitation des moyens de calcul à l’époque
de leur mise au point, et dont il est aujourd’hui possible de se passer.

3.2.1 Méthode de Voigt

Commençons cette revue par la méthode de Voigt, dite aussi méthode ψ-χ, qui est présentée dans
la réf. [48]. Cette méthode fait plusieurs hypothèses afin de pouvoir simplifier l’équation 3.11 :

– Première hypothèse : l’énergie E du neutron incident est supposée suffisamment grande pour
négliger la seconde exponentielle devant la première. C’est vrai si α

√
EEr ≫ 1. Cette approxi-

mation est donc mauvaise si E est faible et conduit à sous-estimer la contribution des faibles
Er.

– Deuxième hypothèse : étant donné que la contribution majeure à l’intégrale vient des Er proches
de E, il est supposé que

√
Er peut se décomposer en une série de Taylor autour de E. Au premier

ordre : α
(√

Er −
√

E
)2

≈
(

Er−E
∆

)2
, où ∆ = 2

√
E
α est la largeur Doppler. L’erreur commise

ici est d’autant plus élevée que E est faible et que T est élevée. Cette approximation a des
conséquences beaucoup plus importantes que la précédente.
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– Troisième hypothèse : la borne inférieure de l’intégrale est étendue de 0 à −∞, c’est-à-dire que
la contribution des Er négatifs est supposée négligeable (le taux de réaction

√
Erσ0(Er) peut être

étendu par continuité aux Er négatifs).
Avec ces trois approximations, l’équation 3.11 se récrit :

σT(E) =
1
E

√
α

4π

∫ +∞

−∞

√
Er σ0(Er)e

−( E−Er
∆ )

2

dEr (3.13)

Pour calculer cette nouvelle intégrale, la méthode de Voigt suppose que σ0 utilise le formalisme
SLBW, c’est-à-dire qu’elle se met sous la forme d’une somme de termes qui correspondent chacun
à une résonance unique λ. Ces termes sont :

σ0(Er) =
Γλ

2

√
Eλ

Er

Aλ

(Er − Eλ)2 + 1
4 Γ2

λ

+

√
Eλ

Er

Bλ(Er − Eλ)

(Er − Eλ)2 + 1
4 Γ2

λ

(3.14)

Pour les sections de fission ou de capture, Bλ = 0. les paramètres Aλ, Bλ et Γλ dépendent de l’énergie,
mais leur variation est supposée suffisamment lente pour qu’ils puissent être considérés constants
vis-à-vis de l’intégration. Enfin la largeur Doppler est supposée être égale à sa valeur en Eλ : ∆ =

2
√

Eλ
α .

Les changements de variables suivants sont effectués :




ξλ = Γλ(E)
∆

x = 2(E−Eλ)
Γλ(E)

y = 2(Er−Eλ)
Γλ(E)

(3.15)

L’intégration de l’équation Doppler approchée donne alors :

σT(E) =
2

Γλ(E)

√
Eλ

E
[Aλ(E)ψ(x, ξλ) + B(E)χ(x, ξλ)] (3.16)

Les fonctions ψ et χ sont les fonctions de Voigt et sont définies par les relations :

ψ(x, ξλ) =
ξλ

2
√

π

∫ +∞

−∞
e−(ξλ(x−y)/2)2 1

y2 + 1
dy (3.17)

χ(x, ξλ) =
ξλ

2
√

π

∫ +∞

−∞
e−(ξλ(x−y)/2)2 y

y2 + 1
dy (3.18)

La méthode de Voigt pour le calcul de l’effet Doppler a une précision très limitée, particulièrement
dans le domaine des basses énergies. De plus, elle ne s’applique qu’aux sections utilisant le forma-
lisme SLBW. Cependant cette méthode permet d’effectuer le calcul très rapidement.

3.2.2 Méthode TEMPO

TEMPO [50] est un programme permettant le calcul de l’effet Doppler sur les sections efficaces.
Pour cela, il utilise lui aussi les trois premières approximations de la méthode de Voigt et part donc de
l’équation 3.13. À la différence de la méthode de Voigt, la méthode TEMPO ne suppose aucune forme
particulière pour la section σ0 mais considère que le taux de réaction

√
Eσ0(E) est donné sur une grille

d’énergie (Ek) et qu’il peut être obtenu entre les points de la grille par interpolation linéaire :

∀k, ∃Pk, ∃Qk, ∀E ∈ [Ek, Ek+1],
√

Eσ0(E) = Pk + QkE (3.19)

L’équation Doppler devient alors :

σT(E) =
1
E

√
α

4π ∑
k

∫ Ek+1

Ek

(Pk + QkEr)e
−( E−Er

∆ )
2

dEr (3.20)
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Cette équation peut alors se calculer analytiquement, avec xk =
E−Ek

∆
:

σT(E) =
1

2
√

E
∑

k

[
(Pk + QkE)[erf(xk+1)− erf(xk)] +

∆√
π
[e−x2

k − e−x2
k+1 ]

]
(3.21)

où erf désigne la fonction d’erreur :

erf(x) =
2
π

∫ x

0
e−t2

dt (3.22)

Cette fonction est bien connue et plusieurs bibliothèques scientifiques proposent des routines pour
la calculer précisément.

Comme la méthode de Voigt, cette méthode a une précision limitée, surtout pour les faibles éner-
gies E. Cependant elle a l’avantage de pouvoir s’appliquer à tous les formalismes existants, y compris
pour les sections complémentaires données sous forme d’un tableau en fonction de l’énergie (que l’on
ne peut donc pas traiter avec la méthode de Voigt).

3.2.3 Méthode Leal-Hwang

Dans le code SAMMY [18], plusieurs méthodes sont disponibles pour le calcul de l’effet Dop-
pler. L’une d’elles, la méthode Leal-Hwang [51], est basée sur l’utilisation de différences finies pour
résoudre l’équation Doppler.

L’idée est d’utiliser la fonction F(v, θ) = EσT(E), avec v =
√

E et θ = kT
2M . L’équation 3.10 peut

alors se mettre sous la forme d’une équation aux dérivées partielles :

∂2F
∂v2 − ∂F

∂θ
= 0 (3.23)

Cette nouvelle équation est analogue à l’équation de la chaleur. Il est alors possible de la résoudre en
utilisant une méthode des différences finies. En se plaçant sur une grille vi = v0 + ∆v et θj = θ0 + ∆θ,

avec (∆v)2 = 6∆θ, et en posant Fj
i = F(vi, θj), l’équation devient :

Fj
i =

1
6

Fj−1
i−1 +

2
3

Fj−1
i +

1
6

Fj−1
i+1 (3.24)

L’erreur numérique commise est de l’ordre de (∆θ)2 ou de (∆v)4. À la fin, les Fj
i sont exprimés comme

une combinaison linéaire des F0
i+k, avec −j ≤ k ≤ j, qui s’obtiennent à l’aide des valeurs de σ0. La

valeur des coefficients peut être trouvée dans le manuel de SAMMY.
Cette méthode est très élégante, mais, d’après le manuel de SAMMY, elle fonctionne mieux quand

les sections efficaces sont lisses : elle souffre donc de limitations dans la région des résonances.

3.2.4 Méthode SIGMA1

Dans les codes NJOY et PREPRO, l’élargissement Doppler est effectué à l’aide de l’algorithme
SIGMA1 [48]. Pour cette méthode, on suppose que la section efficace à 0 K (σ0) est donnée sur une
grille d’énergie entre les points de laquelle elle s’obtient par interpolation linéaire. Si on note Ek les
énergies de la grille et σ0,k = σ0(Ek) les sections correspondantes, cela signifie que :

∀k, ∀E ∈ [Ek, Ek+1], σ0(E) = σ0,k +
E−Ek

Ek+1−Ek
(σ0,k+1 − σ0,k)

= Ak + BkE
(3.25)

Avec cette méthode, il n’est pas nécessaire d’ajouter des approximations à l’équation gouvernant
l’effet Doppler. L’étape suivante est donc d’insérer σ0 dans l’équation 3.11 :

σT(E) =
1
E

√
α

4π ∑
k

∫ Ek+1

Ek

√
Er (Ak + BkEr)

[
e−α(

√
E−

√
Er)

2

− e−α(
√

E+
√

Er)
2
]

dEr (3.26)
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Cette équation peut alors se calculer analytiquement en divisant l’intégrale en deux parties : l’une

avec le terme en e−α(
√

E−
√

Er)
2

et l’autre avec le terme en e−α(
√

E+
√

Er)
2

. Les changements de va-
riables u1 =

√
αE −

√
αEr pour la première intégrale et u2 =

√
αE +

√
αEr pour la seconde sont

alors effectués. Cela permet d’exprimer σT(E) sous la forme d’une combinaison linéaire des fonc-
tions Fn(x) = 2√

π

∫ x
0 tne−t2

dt, avec n = 0, 1, 2, 3, 4. On a F0(x) = erf(x), F1(x) = 1√
π

(
1 − e−x2

)
et les

autres Fn s’obtiennent par récurrence.
Si la section σ0 est effectivement fournie sous la forme d’une fonction linéaire par morceaux, alors

cette méthode est exacte. En revanche, si ce n’est pas le cas, il faut commencer par linéariser σ0 avant
de pouvoir appliquer cette méthode. Elle cesse alors d’être exacte car la linéarisation introduit une
erreur sur σ0.

3.2.5 Conclusion

Les deux premières méthodes présentées, Voigt et TEMPO, incluent des approximations qui di-
minuent nettement leur précision, notamment à basse énergie. La méthode Leal-Hwang n’introduit
pas d’approximation mais est restreinte aux domaines d’énergie où la section efficace est lisse, ce qui
exclut la zone des résonances. Quant à la méthode SIGMA1, qui est la plus largement utilisée, elle
n’introduit pas non plus d’approximation et est a priori très précise si la linéarisation de la section
efficace est bien réalisée. Cependant cette opération de linéarisation peut être délicate à mener dans
la zone des résonances, où la section efficace varie brusquement.

Nous nous sommes donc interrogés sur l’impact de cette linéarisation de σ0 en termes d’incerti-
tudes. Dans la zone des résonances, il ne semble pas exister de méthode alternative à SIGMA1 qui
permettrait de vérifier ces résultats. Nous avons donc voulu développer une nouvelle méthode de
résolution de l’équation Doppler qui ne nécessiterait pas de linéarisation préalable de σ0 et qui se-
rait utilisable sur l’ensemble du domaine d’énergie. Une telle méthode nous donnerait un point de
comparaison pour les résultats de SIGMA1. Nous voulons, de plus, que cette méthode puisse être uti-
lisable en pratique, ce qui implique que les temps de calcul mis en jeu restent raisonnables et qu’elle
nous permette de bien contrôler l’erreur commise lors de l’élargissement Doppler de σ0.

L’évolution ininterrompue de la puissance de calcul des ordinateurs au cours de ces dernières
décennies nous permet d’espérer remplir ces objectifs.

3.3 Méthodes d’intégration utilisant les quadratures de Gauss

Les fichiers évalués donnent les paramètres permettant le calcul des sections efficaces à 0 K sur
des intervalles finis d’énergie. Sur chacun de ces intervalles, les sections reconstruites sont continues,
mais il peut y avoir (et il y aura vraisemblablement) des discontinuités à la frontière entre deux in-
tervalles différents. Or les méthodes d’intégration que nous utilisons pour la résolution de l’équation
Doppler fonctionnent mieux avec des fonctions continues.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous choisissons donc de considérer une section efficace à 0 K
continue sur un intervalle d’énergie finie [a, b] et égale à zéro partout ailleurs. La section portée à T
par effet Doppler est alors, d’après l’équation 3.11 :

σT(E) =
1
E

√
α

4π

∫ b

a

√
Er σ0(Er)

[
e−α(

√
E−

√
Er)

2

− e−α(
√

E+
√

Er)
2
]

dEr (3.27)

Nous calculons avec cette équation les σT pour chacun des intervalles finis définis dans le fichier
évalué et, à la fin, nous obtenons la section élargie globale en les additionnant tous.
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3.3.1 Théorie

Quadrature de Gauss-Legendre

Les quadratures de Gauss [52] sont des méthodes de calcul approché de l’intégrale d’une fonction
régulière. Nous nous sommes intéressés ici plus particulièrement à la quadrature de Gauss-Legendre,
qui permet de calculer des intégrales de la forme

∫ b
a f (x)dx pour toute fonction f continue sur l’inter-

valle fini [a, b]. Le principe est de calculer, pour un ordre n donné, n paires de nœuds xG
i et de poids

ωG
i de façon à ce qu’une valeur approchée de l’intégrale soit donnée par :

∫ b

a
f (x)dx ≈

n

∑
i=1

ωG
i f (xG

i ) (3.28)

Les coefficients xG
i et ωG

i dépendent de a et b, mais pas de la fonction f à intégrer.
Si f est 2n fois différentiable, alors l’erreur commise sur le calcul de l’intégrale par une quadrature

de Gauss-Legendre d’ordre n est :

ǫn =
(b − a)2n+1(n!)4

(2n + 1)((2n)!)3 f (2n)(c) (3.29)

où c est un élément de ]a, b[. Cela signifie que la quadrature va donner une bonne approximation
de l’intégrale si f est suffisamment régulière pour avoir une dérivée d’ordre 2n petite en tout point.
Notamment, la quadrature est exacte si f est un polynôme de degré au plus 2n − 1.

Les nœuds xG
i sont les racines du polynôme de Legendre d’ordre n. Il existe plusieurs algorithmes

performants permettant de les calculer [53], ainsi que les poids ωG
i associés, y compris pour des

valeurs de n assez grandes (au moins plusieurs milliers).
Par rapport aux formules classiques de type méthodes de Romberg, comme celle des trapèzes

par exemple, qui utilisent des abscisses équidistantes pour le calcul des intégrales, les quadratures
de Gauss ont deux fois plus de degrés de liberté (car la position de chaque xi est un degré de liberté)
et permettent donc a priori un calcul aussi précis avec deux fois moins d’évaluations de la fonction
f (ce qui est l’opération la plus coûteuse en temps de calcul). C’est pour cela que les méthodes de
quadrature de Gauss sont largement utilisées pour le calcul d’intégrales.

Quadrature de Gauss-Kronrod

En pratique, il n’est souvent pas possible d’estimer l’erreur commise par la quadrature en utilisant
la formule 3.29 car celle-ci suppose de connaître une borne de la dérivée d’ordre 2n. Pour obtenir une
estimation de cette erreur, et donc savoir combien de nœuds utiliser, la méthode la plus simple est de
calculer l’intégrale avec une quadrature d’ordre n puis de recommencer avec une quadrature d’ordre
m > n. La différence entre les deux résultats correspond approximativement à l’erreur commise.
Bien évidemment, cette méthode n’est acceptable que si elle n’est pas trop coûteuse en temps de
calcul, l’idéal étant de pouvoir réutiliser les n évaluations de f déjà réalisées lorsque l’on effectue
la deuxième quadrature. Or, deux polynômes de Legendre d’ordres différents n’ont pas, a priori, de
racines communes. Cela signifie que faire deux quadratures successives nécessite n évaluations de f
lors de la première quadrature puis m nouvelles évaluations lors de la seconde, soit au total n + m
évaluations, ce qui peut être très coûteux.

La quadrature de Gauss-Kronrod [54] a été développée pour résoudre ce problème. Partant d’une
quadrature de Gauss-Legendre d’ordre n, on obtient une quadrature de Gauss-Kronrod d’ordre m =
2n+ 1 en ajoutant n+ 1 nouveaux nœuds (racines des polynômes de Stieltjes associés aux polynômes
de Legendre) aux n nœuds déjà calculés. Tous les 2n + 1 poids doivent être recalculés, mais il n’y a
que n + 1 nouvelles évaluations de f à effectuer. Ainsi, la quadrature d’ordre 2n + 1 ne nécessite que
2n + 1 évaluations de f (n qui sont faites lors de la quadrature de Gauss-Legendre et n + 1 lors de la
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quadrature de Gauss-Kronrod). Si on note xK
i , 1 ≤ i ≤ 2n + 1 les nœuds (rangés par ordre croissant)

de la quadrature de Gauss-Kronrod et ωK
i les poids correspondants, alors ∀i xK

2i = xG
i et :

∫ b

a
f (x)dx =

2n+1

∑
i=1

ωK
i f (xK

i ) (3.30)

La différence entre la quadrature de Gauss-Legendre d’ordre n et celle de Gauss-Kronrod d’ordre
2n+ 1 donne une valeur approchée de l’erreur commise sur l’intégrale que nous cherchons à calculer.

Patterson [54] donne un algorithme permettant de calculer les nœuds xK
i qui fonctionne jusqu’aux

grandes valeurs de n (quelques milliers). Il est ensuite aisé de trouver une formule exacte pour obtenir
les ωK

i correspondants sans perte de précision.

Algorithme d’intégration automatique

L’utilisation de la quadrature de Gauss-Kronrod permet de mettre en place des algorithmes d’in-
tégration automatique performants basé sur les quadratures de Gauss-Legendre. Ces algorithmes
sont largement utilisés (voir par exemple [55]). Leur but est d’intégrer une fonction f suffisamment
régulière entre a et b. La première étape est d’effectuer une quadrature de Gauss-Legendre d’ordre
16 suivie d’une quadrature de Gauss-Kronrod d’ordre 2 ∗ 16 + 1 = 33. La différence entre ces deux
quadratures donne l’erreur commise. Si celle-ci est supérieure à la précision souhaitée, alors l’inter-
valle [a, b] est divisé en deux et les deux quadratures sont à nouveau calculées sur chacun des deux
sous-intervalles. Le sous-intervalle avec la plus grande erreur est ensuite divisé en deux et la même
procédure est appliquée aux deux nouveaux sous-intervalles. Cette suite d’action est répétée jusqu’à
ce que l’erreur totale devienne acceptable.

Nous verrons dans la suite comment nous avons adapté cet algorithme classique à notre cas où la
fonction à intégrer peut présenter de nombreux pics de résonance.

Restriction du domaine d’intégration

Le terme e−α(
√

Er−
√

E)
2

− e−α(
√

Er+
√

E)
2

dans l’équation 3.11 décroît très rapidement quand Er

s’éloigne de l’énergie E à laquelle nous voulons calculer la section efficace élargie. Il n’est donc pas a
priori nécessaire d’intégrer l’équation 3.11 sur tout [0,+∞] : cet intervalle peut être réduit, suivant la
procédure décrite dans [48]. Un paramètre η, tel que e−x2

soit négligeable pour x ≥ η, est introduit.

Il est alors possible de négliger le terme e−α(
√

Er−
√

E)
2

si
(√

Er −
√

E
)2

>
η2

α et le terme e−α(
√

Er+
√

E)
2

si
(√

Er +
√

E
)2

>
η2

α . Comme
√

Er ≤
√

Er +
√

E, cette dernière condition implique que Er <
η2

α . La
somme de ces deux termes peut donc être négligée si Er /∈ [A(E), B(E)], avec :

A(E) =





0 si E <
η2

α(√
E − η√

α

)2
si E ≥ η2

α

(3.31)

B(E) =
(√

E +
η√
α

)2

(3.32)

Lorsque η tend vers l’infini, A(E) tend vers 0 et B(E) vers +∞. Par conséquent, il doit être possible de
choisir un η permettant de restreindre le domaine d’intégration de l’équation 3.11 à [A(E), B(E)]. En
pratique, on veut calculer σT avec une précision ǫ donnée, il faut donc trouver une valeur de η per-
mettant d’atteindre cette précision. La référence [48] indique que prendre η = 4 permet d’atteindre
une précision de 0.1 %. Cela est suffisant en pratique, c’est ce qui est fait dans l’algorithme SIGMA1,
mais aucune relation liant η et ǫ n’y est donnée. Afin d’obtenir une telle relation, nous commençons
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par effectuer les changements de variables y =
√

αE et x =
√

αEr dans l’équation 3.11. L’erreur re-
lative ǫη(y) qui est commise sur σT(E) en utilisant l’intervalle réduit plutôt que l’intervalle entier
[0,+∞] peut s’écrire :

|ǫη(y)| =

∫ √
αA(E)

0
x2σ0(x)

[
e−(x−y)2 − e−(x+y)2

]
dx +

∫ +∞

√
αB(E)

x2σ0(x)
[
e−(x−y)2 − e−(x+y)2

]
dx

∫ +∞

0
x2σ0(x)

[
e−(x−y)2 − e−(x+y)2

]
dx

(3.33)
En utilisant les définitions de A(E) et B(E), cela donne :

|ǫη(y)| =

∫ +∞

y+η
x2σ0(x)

[
e−(x−y)2 − e−(x+y)2

]
dx

∫ +∞

0
x2σ0(x)

[
e−(x−y)2 − e−(x+y)2

]
dx

si y < η

|ǫη(y)| =

∫ y−η

0
x2σ0(x)

[
e−(x−y)2 − e−(x+y)2

]
dx +

∫ +∞

y+η
x2σ0(x)

[
e−(x−y)2 − e−(x+y)2

]
dx

∫ +∞

0
x2σ0(x)

[
e−(x−y)2 − e−(x+y)2

]
dx

si y ≥ η

(3.34)
Pour majorer cette erreur, on suppose que σ0 est bornée sur R

∗
+ :

∀Er > 0, 0 < σmin ≤ σ0(Er) ≤ σmax (3.35)

Dans le cas de la deuxième équation, il est possible d’aller un peu plus loin dans la majoration de
l’erreur en remarquant, d’une part, que :

∀x, y, e−(x−y)2 − e−(x+y)2 ≤ e−(x−y)2
(3.36)

et, d’autre part, que :
∫ y−η

0
x2e−(x−y)2

dx =
∫ y

η
(y − z)2e−z2

dz ≤
∫ ∞

η
(y − z)2e−z2

dz (3.37)

et ∫ ∞

η
(y − z)2e−z2

dz ≤
∫ ∞

η
(y + z)2e−z2

dz =
∫ +∞

y+η
x2 e−(x−y)2

dx (3.38)

Finalement, nous obtenons :

|ǫη(y)| ≤
σmax

σmin

∫ +∞

y+η
x2
[
e−(x−y)2 − e−(x+y)2

]
dx

∫ +∞

0
x2
[
e−(x−y)2 − e−(x+y)2

]
dx

si y < η

|ǫη(y)| ≤
σmax

σmin

2
∫ +∞

y+η
x2e−(x−y)2

dx
∫ +∞

0
x2
[
e−(x−y)2 − e−(x+y)2

]
dx

si y ≥ η

(3.39)

Toutes les intégrales peuvent maintenant se calculer exactement en utilisant la fonction d’erreur erf :

|ǫη(y)| ≤
σmax

σmin

ye−η2
+

√
π

4 (1 + 2y2) [erf(2y + η)− erf(η)]

ye−y2 +
√

π
2 (1 + 2y2) erf(y)

si y < η

|ǫη(y)| ≤
σmax

σmin

(η + 2y)e−η2
+

√
π

2 (1 + 2y2)(1 − erf(η))

ye−y2 +
√

π
2 (1 + 2y2) erf(y)

si y ≥ η

(3.40)
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En étudiant leurs variations, il peut alors être démontré que les fonctions correspondant aux termes
de droite dans les deux inégalités ci-dessus sont décroissantes. Pour l’inégalité du haut, le terme de
droite est donc inférieur à sa limite quand y tend vers 0, qui est égale à σmax

σmin
e−η2

. Pour l’inégalité du
bas, le terme de droite est inférieur à sa valeur en η, dont nous pouvons montrer qu’elle est, elle aussi,
inférieure à σmax

σmin
e−η2

si η ≥ 2. L’erreur relative est donc majorée par :

∀y ≥ 0, ∀η ≥ 2, |ǫη(y)| ≤
σmax

σmin
e−η2

(3.41)

Pour être certain que l’erreur commise en restreignant l’intervalle d’intégration ne dépasse pas
la précision ǫ qui est requise, il suffit donc de choisir η =

√
k, avec k le plus petit entier supérieur à

− ln( σmin
σmax

ǫ). D’après la référence [48], nous pouvons considérer que σmin
σmax

. 10−4. Par exemple, pour
une précision requise ǫ = 0.1 %, il suffit de choisir η =

√
17. Dans GAIA, nous avons imposé que η

soit au moins égal à 4, quelle que soit la valeur de ǫ.
Finalement, nous considérons ici une section efficace σ0 qui est nulle en dehors de [a, b]. Le do-

maine d’intégration de l’équation 3.27 peut donc être réduit à l’intervalle [ared(E), bred(E)], qui est
l’intersection des intervalles [a, b] et [A(E), B(E)] :

σT(E) =
1
E

√
α

4π

∫ bred(E)

ared(E)

√
Er σ0(Er)

[
e−α(

√
Er−

√
E)

2

− e−α(
√

Er+
√

E)
2
]

dEr (3.42)

3.3.2 Méthode de référence

Implémentation dans GAIA

Notre objectif est de développer des méthodes numériques alternatives à SIGMA1, utilisée dans
NJOY, mais également de vérifier sa validité. Pour cela, il est nécessaire de disposer de valeurs de
référence auxquelles comparer les résultats obtenus par les méthodes que nous aurons développées
et par SIGMA1. Étant donné qu’il n’existe pas, en général, de formules analytiques donnant σT(E), la
première étape de notre travail a été de développer une méthode fiable pour le calcul de l’effet Dop-
pler, dont les résultats sont suffisamment précis pour pouvoir servir de référence pour l’évaluation
des autres méthodes. Évidemment la fiabilité de cette méthode se fait au détriment de sa vitesse et il
n’est pas question de l’utiliser pour autre chose que des tests.

La fonction σ0 possède de nombreux pics dans la zone des résonances, ce qui la rend difficile à
intégrer. L’idée est donc de diviser le domaine d’intégration total en sous-intervalles suffisamment
petits pour s’assurer que l’algorithme d’intégration automatique (cf. partie 3.3.1) appliqué sur un des
sous-intervalles traite correctement les pics. Or, pour une réaction r donnée, l’ordre de grandeur de la
largeur d’un pic est Γλ,r, la largeur de la résonance λ associée à ce pic. L’approche naturelle est donc
de diviser le domaine d’intégration en sous-intervalles de taille égale à la plus petite de ces largeurs.
En faisant ainsi, le résultat obtenu est effectivement très précis, mais le temps de calcul requis est
extrêmement élevé, au point que cette méthode ne peut raisonnablement être utilisée.

Afin de réduire sensiblement ce temps de calcul, nous pouvons calculer l’équation 3.27 non plus
sur l’intervalle complet [a, b], mais sur l’intervalle réduit [ared(E), bred(E)]. Nous avons vu dans la par-
tie 3.3.1 que cet intervalle réduit était défini de façon à garantir que l’erreur commise reste inférieure à
la précision souhaitée, quelle qu’elle soit. Cependant cette solution n’est pas encore idéale, car ared et
bred dépendent de l’énergie E à laquelle on veut calculer σT. Cela signifie que lorsque σT est calculée
à deux énergies différentes, tous les sous-intervalles sont modifiés d’un calcul à l’autre et donc les
points d’intégration aussi. Il est donc nécessaire d’évaluer à nouveau σ0 sur l’ensemble de ces points
pour chaque nouvelle valeur de E. Or, les largeurs de résonance pouvant être faibles, il y a a priori
beaucoup de sous-intervalles et donc de points d’intégration. Cette méthode reste donc très coûteuse
en temps de calcul. Par exemple, pour 235U, le temps de calcul de σT pour une seule énergie E est de
l’ordre de la minute. Or, la grille d’énergie sur laquelle les valeurs de σT doivent être testées contient
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au moins plusieurs dizaines de milliers de points. Il n’est donc pas possible d’utiliser cette méthode
de référence en pratique.

Nous avons donc mis en place une stratégie nous permettant de réutiliser, à chaque nouveau
calcul de σT(E), les valeurs de σ0(Er) calculées précédemment. Partant de l’intervalle total [a, b], la
première étape est de le diviser en sous-intervalles indépendants de E dont les largeurs sont égales
à celle de l’intervalle réduit [ared(E′), bred(E′)], pour une énergie E′ caractéristique de l’emplacement
dans [a, b]. Comme ared(E) et bred(E) varient lentement en fonction de E, l’idée est de prendre pour E′

les énergies EG
NG

, . . ., EG
1 , Em, ED

1 , . . ., ED
ND

telles que :




∀k ∈ [1, NG], bred(EG
k ) = ared(EG

k−1)

ED
0 = E0

G = Em = a+b
2

∀k ∈ [1, ND], ared(ED
k ) = bred(ED

k−1)

(3.43)

Les sous-intervalles à considérer sont alors les [ared(EG
k ), bred(EG

k )] pour k variant de NG à 1, suivi du
sous-intervalle central [ared(Em), bred(Em)], puis des [ared(ED

k ), bred(ED
k )] pour k variant de 1 à ND. Les

nombres de sous-intervalles à gauche et à droite du sous-intervalle central, respectivement NG et ND,
sont déterminés par les conditions :

ared(EG
NG

) = a et bred(ED
ND

) = b (3.44)

Chacun des ces sous-intervalles est à son tour divisé en sous-intervalles de largeurs égales à la lar-
geur de résonance minimale. Nous avons donc une division de l’intervalle total qui est indépendante
de l’énergie E considérée et qui est suffisamment fine pour garantir que chaque pic sera bien in-
tégré. Lors du calcul de σT(E), nous appliquons l’algorithme d’intégration automatique à chacun
des sous-intervalles de cette division. Étant donné que σT(E) ne dépend que des valeurs de σ0 sur
[ared(E), bred(E)], l’algorithme n’est appliqué en réalité que sur les sous-intervalles ayant une inter-
section non nulle avec [ared(E), bred(E)]. Comme la division ne dépend pas de E, les nœuds utilisés
par les quadratures de Gauss sont en grande partie communs pour les calculs de σT en deux énergies
E voisines. Au lieu d’évaluer σ0 en chacun de ces nœuds à chaque fois, nous les stockons, afin de
pouvoir les réutiliser. La méthode que nous venons de décrire est ainsi nettement plus rapide que la
précédente : dans le cas de 235U, les calculs sont accélérés d’un facteur pouvant aller jusqu’à 60.

Bien que notre méthode de référence soit trop lente pour une utilisation en tant que méthode
d’élargissement Doppler principale, nous avons suffisamment réduit les temps de calcul pour que les
tests puissent être menés en des temps raisonnables. Dans toute la suite du chapitre, nous l’utiliserons
avec une précision de 10−5 %.

Validation

Comme cette méthode doit servir de référence pour les tests de toutes les autres méthodes que
nous allons présenter dans ce chapitre, il est indispensable de s’assurer de sa fiabilité. Nous avons
donc voulu la tester sur l’élargissement de sections efficaces σ0 pour lesquelles σT peut s’obtenir par
une formule analytique. Par exemple, il est aisé d’obtenir une telle formule quand σ0 est une fonction
linéaire de l’énergie. Nos tests montrent dans ce cas un excellent accord entre la méthode de référence
et la solution exacte : l’erreur commise est de l’ordre de 10−12 %. Cependant, les sections linéaires sont
simples à intégrer, notamment car il n’y a pas de pic et de plus, elles ne sont pas représentatives des
sections réelles. Il ne s’agit donc pas d’un test pertinent.

La difficulté est en effet de réussir à obtenir une formule analytique pour des sections proches de
la réalité. Pour cela, nous nous sommes inspirés de la méthode de Voigt, présentée plus haut. Nous
partons donc de sections efficaces à 0 K, σ(E, E0, Γ), de la forme :

σ(E, E0, Γ) =

√
E0

E
Γ/2

(E − E0)2 + 1
4 Γ2

(3.45)
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σ(E, E0, Γ) est une section de capture avec une seule résonance, en E0 qui a une largeur Γ. Pour obtenir
une formule analytique, nous avons ensuite appliqué l’équation Doppler approchée 3.13. Comme
nous l’avons déjà vu, cela nous donne une section σA

T (E, E0, Γ) qui est très proche de la vraie section
élargie par effet Doppler si E est suffisamment grande.

σA
T (E, E0, Γ) =

1
E

√
α

4π

∫ +∞

−∞

√
Er σ(Er, E0, Γ)e−(

E−Er
∆ )

2

dEr (3.46)

Nous obtenons donc une section efficace qui est suffisamment proche des situations réelles pour que
le test soit pertinent et qui peut se calculer exactement à l’aide de la première fonction de Voigt ψ(x, ξ)
(cf. équation 3.17) :

σA
T (E, E0, Γ) =

2
Γ

√
E0

E
ψ(x, ξ) (3.47)

ψ(x, ξ) est une fonction bien connue qui est calculée avec une très grande précision dans de nom-
breuses bibliothèques scientifiques. Ici, nous avons utilisé la bibliothèque libcerf [56], qui la calcule
avec une précision de 13 chiffres significatifs. La méthode de référence a donc été appliquée à la
résolution de l’équation approchée 3.46 (il a suffit de modifier légèrement l’expression du noyau
Doppler utilisé pour l’équation exacte). Pour complexifier un peu le problème, et pouvoir simuler
des situations avec plusieurs résonances proches, nous avons considéré des combinaisons linéaires
de σ(Er, E0, Γ) avec des valeurs de E0 et de Γ différentes. Les figures 3.2 et 3.3 présentent deux cas
particulièrement difficiles, avec, pour le premier, une résonance large proche de deux résonances très
étroites et, pour le second, trois résonances voisines très étroites. On constate que l’erreur commise
par la méthode de référence est bien en dessous des 10−5 % demandés.

Des tests ont été réalisés sur de nombreux cas analogues, toujours avec succès. Nous pouvons
donc conclure que la méthode présentée dans cette partie peut servir de référence pour la validation
des autres méthodes de calcul de l’intégrale Doppler.

3.3.3 Méthode de Gauss-Legendre directe

Implémentation dans GAIA

Afin de calculer σT(E) avec l’équation 3.42 pour une valeur d’énergie E donnée, notre première
tentative a consisté à appliquer les quadratures de Gauss-Legendre et Gauss-Kronrod à la fonction f
définie par :

f : x 7→ 1
E

√
α

4π

√
xσ0(x)

[
e−α(

√
x−

√
E)2 − e−α(

√
x+

√
E)2
]

(3.48)

La difficulté est que cette fonction peut être assez peu lisse à cause de la présence de pics de résonance
dans σ0. Comme nous l’avons vu, cela va compliquer la tâche des quadratures. Pour illustrer la forme
que peut prendre cette fonction, nous l’avons tracée dans la partie inférieure de la figure 3.4 sur
l’intervalle [ared, bred] (pour un paramètre η = 6) dans le cas de la section efficace totale de 235U,
pour T = 293.6 K et E = 1.5 keV. La partie supérieure de la figure représente la section efficace
correspondante à 0 K.

La méthode "classique" pour intégrer l’équation 3.42 avec les quadratures de Gauss consiste à
appliquer directement l’algorithme d’intégration automatique, présenté dans la partie 3.3.1, sur l’in-
tervalle [ared, bred]. À cause de la présence des pics de résonance, cette procédure risque de nécessiter
un long temps de calcul avant de converger. Elle peut même ne pas réussir à atteindre la précision
requise si, par exemple, un pic est suffisamment étroit pour être entièrement situé entre deux points
d’intégration successifs, et donc ne pas être détecté par l’algorithme.

Pour éviter cela, nous avons adapté l’algorithme d’intégration automatique classique afin de s’as-
surer que tous les pics, aussi étroits soient-ils, puissent être détectés. Ces pics sont situés sur les
énergies Eλ, qui sont connues (si le facteur de déphasage est S0

c = 0, il s’agit des énergies de ré-
sonance). La première étape de notre méthode est donc de diviser l’intervalle [ared, bred] selon les
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FIGURE 3.2 – Section efficace fictive à 293.6 K calculée exactement et avec la méthode de référence.

sous-intervalles [ared, Eλ1 ], [Eλ1 , Eλ2 ], . . ., [EλN , bred]. Puis nous appliquons l’algorithme d’intégration
automatique sur chacun de ces sous-intervalles. Dans la suite, nous appellerons cette méthode "GAIA
Gauss-Legendre".

Validation

Afin de valider la méthode GAIA Gauss-Legendre, nous l’avons testée sur l’élargissement Dop-
pler à 293.6 K de 235U, pour son domaine résolu (de 10−5 eV à 2250 eV). Pour être précis, nous avons
utilisé l’évaluation de la bibliothèque ENDF/B-VII.1. Comme la section efficace de capture s’est avé-
rée être la plus difficile à calculer, nous présentons ici les résultats pour cette section.

Nous avons calculé σT avec les méthodes "classique" et GAIA Gauss-Legendre, deux fois : une
première fois avec une précision requise de 0.1 %, ce qui est suffisant pour la plupart des applica-
tions pratiques, et une seconde avec 10−3 %, afin de voir comment se comportent les méthodes pour
une forte précision. Les mêmes calculs ont été réalisés avec NJOY 99.259, en utilisant son module
BROADR, qui effectue les calculs d’élargissement Doppler. NJOY fournit les résultats sur une grille
d’énergie contenant 76 085 points quand la précision demandée est de 0.1 % et 726 953 points quand
elle est de 10−3 %. Les sections efficaces ont été calculées sur ces grilles avec les méthodes classique
et GAIA Gauss-Legendre.

Pour valider ces méthodes, nous avons ensuite calculé σT en chacun des points de ces grilles avec
la méthode de référence qui a été présentée dans la partie 3.3.2. Les différentes méthodes, y compris
NJOY, ont été comparées à ces valeurs de référence selon les trois indicateurs que nous avons déjà
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FIGURE 3.3 – Section efficace fictive à 293.6 K calculée exactement et avec la méthode de référence.

introduits dans la partie 2.5.1 : l’indicateur 1 est le maximum des valeurs absolues des différences
relatives en chacun des points d’énergie, l’indicateur 2 est la moyenne de ces valeurs absolues, enfin
l’indicateur 3 est la différence relative entre les sections intégrales σInt :

σInt =

∫
σT(E)φ(E)dE∫

φ(E)dE
(3.49)

calculées pour un flux φ(E) = 1/E. Ce dernier indicateur nous permet d’estimer grossièrement l’er-
reur commise sur les sections multigroupes.

TABLE 3.1 – Comparaison des différentes méthodes de calcul de l’effet Doppler, pour la section de
capture de 235U à 293.6 K

Méthode Classique GAIA Gauss-Legendre NJOY - BROADR
Précision requise (%) 0.1 10−3 0.1 10−3 0.1 10−3

Indicateur 1 (%) 2.0 1.9 × 10−2 1.2 × 10−3 8.0 × 10−5 0.15 4.1 × 10−3

Indicateur 2 (%) 3.5 × 10−3 3.6 × 10−5 9.2 × 10−6 9.9 × 10−8 2.7 × 10−2 6.6 × 10−4

Indicateur 3 (%) 4.5 × 10−5 5.7 × 10−8 2.5 × 10−7 1.8 × 10−7 7.5 × 10−3 1.2 × 10−4

Temps de calcul (s) 3030 48700 2400 30500 150 865

La table 3.1 présente les valeurs de ces trois indicateurs pour tous les calculs effectués. Nous avons
également noté le temps qu’a pris chaque calcul sur la machine que nous avons utilisée (qui est la

105



20

40

60

80
cr
o
ss

se
ct
io
n
[b
ar
n
]

Total cross section at 0 K

0

5

10

15

20

25

30

F
u
n
ct
io
n
f
[b
ar
n
/
eV

]

1497 1498 1499 1500 1501 1502 1503

Incident neutron energy [eV]

Function f for T = 293.6 K and E = 1.5 keV

FIGURE 3.4 – Function f pour la section totale de 238U, pour T = 293.6 K et E = 1.5 keV

même dans tous les cas). Il faut noter que lorsque la précision requise est de 10−3 %, le calcul est mené
sur environ 9.5 fois plus de points que lorsqu’elle est de 0.1 % : cela explique en partie les énormes
différences de temps de calcul. Les figures 3.5 et 3.6 montrent la section efficace de capture calculée
avec les deux méthodes et NJOY, respectivement pour des précisions requises de 0.1 % et 10−3 %,
ainsi que les erreurs relatives en tout point par rapport à la méthode de référence. Il faut noter que
pour l’erreur relative commise par la méthode classique, l’échelle n’est pas la même que pour les
autres courbes d’erreur.

Comme nous le craignions, la méthode classique est assez peu efficace, étant significativement
plus lente que la méthode GAIA Gauss-Legendre. De plus, l’utilisation de la méthode classique ne
permet pas de garantir que la précision souhaitée sera atteinte en tout point, l’indicateur 1 montrant
que l’erreur relative peut être environ 20 fois trop grande dans les deux cas. Même si les valeurs
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des deux autres indicateurs sont satisfaisantes, cette erreur maximale est trop importante pour être
ignorée. La méthode GAIA Gauss-Legendre semble quant à elle fiable, car elle atteint largement la
précision requise, quel que soit l’indicateur considéré. Enfin, NJOY a une erreur maximale légèrement
supérieure à la borne autorisée, mais cela reste acceptable, et les figures 3.5 et 3.6 montrent que seule
une faible proportion des points a une erreur excédant la précision requise. Les indicateurs 2 et 3 sont
de plus corrects, ce qui nous permet de considérer comme acceptables les résultats fournis par NJOY.
Il faut néanmoins noter que les courbes d’erreur indiquent que NJOY sur-estime systématiquement la
section efficace élargie. Cela est d’autant plus vrai que l’énergie est élevée, et cela traduit la difficulté
du traitement des pics étroits et resserrés par l’algorithme SIGMA1.

La méthode GAIA Gauss-Legendre donne donc de bons résultats dans le cas que nous avons
testé. Cependant, on constate que le temps de calcul nécessaire pour cette méthode est très nettement
supérieur à celui nécessaire pour NJOY. Cette différence est beaucoup trop importante pour que
la méthode GAIA Gauss-Legendre puisse être utilisable en pratique. Il nous faut donc trouver une
méthode plus rapide pour calculer l’effet Doppler.

3.3.4 Méthode avec changement de variable

Implémentation dans GAIA

La raison de l’excessive lenteur de la méthode précédente est qu’elle nécessite d’évaluer σ0 en
de trop nombreux points et que chacune de ces évaluations est coûteuse en temps de calcul. Nous
avons donc cherché à réduire le nombre de points nécessaires au calcul de l’intégrale. Pour cela, nous
avons effectué un changement de variable au préalable. L’équation 3.27 est l’intégrale de

√
Erσ0(Er)

pondérée par la fonction h :

σT(E) =
1√
E

∫ b

a

√
Erσ0(Er)h(Er)dEr (3.50)

où h est définie par :

h : Er 7→
√

α

4πE

[
e−α(

√
Er−

√
E)

2

− e−α(
√

Er+
√

E)
2
]

(3.51)

Cette fonction a une forme qui est proche d’une Gaussienne, si E n’est pas trop faible, et est très
étroite car le paramètre α est grand pour les valeurs usuelles de température. Il est donc raisonnable
de penser que l’intégration nécessitera moins de points s’ils sont sélectionnés selon la forme de la
fonction h, c’est-à-dire en les choisissant tels qu’ils soient plus nombreux dans les zones où h est
grande et moins ailleurs. Une telle sélection est aisément réalisée en effectuant le changement de
variable u = H(Er), avec H la primitive de h qui s’annule en 0. On vérifie sans peine que H est
strictement croissante et que sa limite en +∞ est 1. Ainsi, en notant H−1 la fonction réciproque de H
et en remarquant que du = h(Er)dEr, nous obtenons :

σT(E) =
1√
E

∫ H(b)

H(a)

√
H−1(u) σ0(H−1(u)) du (3.52)

Ensuite, pour calculer σT(E) avec cette nouvelle équation, nous avons implémenté dans GAIA
trois méthodes différentes. La première consiste à directement appliquer l’algorithme d’intégration
automatique classique (décrit dans la partie 3.3.1) sur l’intervalle [H(a), H(b)]. Nous noterons cette
méthode CV 1 dans la suite.

La forme très piquée de la fonction h nous laisse penser que la densité de points d’intégration né-
cessaires sera plus importante sur les bords de l’intervalle [H(a), H(b)] qu’au milieu. Or, les nœuds
de la quadrature de Gauss-Legendre pour un intervalle fini sont plus concentrés près des bords.
Cela suggère de ne pas diviser l’intervalle [H(a), H(b)] mais d’appliquer des quadratures de Gauss
avec un nombre de plus en plus important de points sur cet intervalle entier. Nous avons donc im-
plémenté une procédure dont la première étape est de réaliser une quadrature de Gauss-Legendre
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d’ordre n = 16, suivie d’une quadrature de Gauss-Kronrod d’ordre 2n + 1 sur [H(a), H(b)]. L’erreur
commise est à nouveau estimée en faisant la différence des deux résultats et, si elle est supérieur à la
valeur souhaitée, les calculs sont refaits avec une quadrature de Gauss-Legendre d’ordre 4n et une
quadrature de Gauss-Kronrod d’ordre 8n + 1, et ainsi de suite. Cette méthode est appelée CV 2.

Enfin, nous avons également implémenté une méthode similaire à GAIA Gauss-Legendre, que
nous désignerons par CV 3. L’idée est à nouveau de diviser l’intervalle d’intégration pour tenir
compte de la position des pics de résonance. Si la précision souhaitée est ǫ, nous considérons seule-
ment les pics situés aux énergies Eλ, avec H(Eλ) ∈ [ǫ, 1 − ǫ]. L’algorithme d’intégration automatique
est ensuite appliqué à chacun des intervalles suivants : [H(a), ǫ], [ǫ, H(Eλ1)], [H(Eλ1), H(Eλ2)], . . .,
[H(EλN ), 1 − ǫ], [1 − ǫ, H(b)]. Les pics hors de [ǫ, 1 − ǫ] sont exclus du découpage initial car nous
considérons qu’ils ne contribuent pas significativement à l’intégrale totale.

Validation

Comme dans la partie 3.3.3, ces trois méthodes ont été testées sur l’élargissement Doppler de
la section efficace de capture de 235U à 293.6 K. Nous avons à nouveau effectué deux calculs pour
chaque méthode, l’un avec une précision de 0.1 % et l’autre avec 10−3 %, en tout point des grilles
d’énergie fournie par NJOY pour chacune de ces précisions. La table 3.2 présente les résultats (pour
alléger la présentation, seules les valeurs de l’indicateur 1 sont indiquées).

TABLE 3.2 – Comparaison des différentes méthodes de calcul de l’effet Doppler, pour la section de
capture de 235U à 293.6 K

Méthode CV 1 CV 2 CV 3
Précision requise (%) 0.1 10−3 0.1 10−3 0.1 10−3

Indicateur 1 (%) 5.3 × 10−2 7.9 × 10−4 2.3 4.1 × 10−2 6.4 × 10−3 7.8 × 10−4

Temps de calcul (s) 9350 167000 3190 212000 4620 99200

Outre le fait que la méthode CV 2 ne permette pas d’atteindre la précision souhaitée en tout point,
ces résultats montrent surtout que les temps de calcul sont encore plus importants pour ces méthodes
que pour la méthode GAIA Gauss-Legendre. Il n’est donc pas nécessaire de pousser plus en avant
cette validation pour conclure que les méthodes présentées dans cette partie n’ont pas d’intérêt pra-
tique.

3.4 Méthode d’intégration utilisant la transformée de Fourier

Au cours de la phase finale de rédaction de ce manuscrit, il a été porté à notre attention que
Goncalves et al. ont utilisé les séries de Fourier pour le calcul de l’effet Doppler [57]. Cependant,
leur méthode permet seulement le calcul des fonctions de Voigt ψ et χ (cf. partie 3.2.1) et ne peut
donc s’appliquer qu’aux formalismes SLBW et MLBW. De plus, l’écriture de la section efficace en
fonction de ψ et χ revient implicitement à faire les approximations discutées dans la partie 3.2.1 et
donc à se servir de l’équation Doppler approchée 3.13. Comme nous allons le voir, la méthode que
nous présentons ici est bien plus générale car elle s’applique quel que soit le formalisme utilisé pour
reconstruire les sections à 0 K, et elle utilise l’équation Doppler exacte (équation 3.11). De plus, la
méthode de Goncalves utilise un développement en série de Fourier des intégrandes de ψ et χ, alors
que nous tirons parti de la réécriture de l’équation Doppler exacte sous la forme d’un produit de
convolution. Nos deux méthodes sont donc mathématiquement différentes.

3.4.1 Motivations pour le développement de cette méthode

Les méthodes précédentes sont excessivement lentes car elles nécessitent d’évaluer σ0 en plus de
points qu’il n’est nécessaire. Pour réduire significativement ce nombre de points, il faut donc ajouter

110



de l’information sur les variations de σ0. En effet, le calcul de l’intégrale Doppler requiert beaucoup de
points dans les zones où cette fonction varie brutalement, c’est-à-dire au voisinage des pics, et moins
dans les autres zones. Il nous faut donc avoir accès au spectre de fréquence de σ0, ce que permet la
transformation de Fourier. De plus, l’équation 3.27 peut se récrire sous la forme d’un simple produit
de convolution et les transformées de Fourier sont un outil très efficace pour le calcul de ces produits.

Soit une fonction f ∈ L1(R) (i.e. une fonction f intégrable sur R), nous utilisons ici la définition
suivante de sa transformée de Fourier f̂ :

∀ξ ∈ R, f̂ (ξ) =
∫ +∞

−∞
f (x)e−2iπξxdx (3.53)

Pour commencer, introduisons r0 et rT, des fonctions de la vitesse v du neutron incident dans le
référentiel du laboratoire, que nous définissons par :

r0(v) =





1
2 mv2 σ0(

1
2 mv2) si v > 0

0 si v = 0
− 1

2 mv2 σ0(
1
2 mv2) si v < 0

(3.54)

rT(v) =





1
2 mv2 σT(

1
2 mv2) si v > 0

0 si v = 0
− 1

2 mv2 σT(
1
2 mv2) si v < 0

(3.55)

Ces fonctions ont l’avantage d’être continues en 0 car le taux de réaction
√

E σ(E) de l’absorption
est constant pour les petites valeurs de E et la section σ(E) est environ constante à basse énergie pour
la diffusion. En les introduisant dans l’équation 3.10, nous obtenons l’expression suivante :

rT(v) =

√
β

π

∫ +∞

0
r0(vr)

[
e−β(vr−v)2 − e−β(vr+v)2

]
dvr (3.56)

On remarque que r0 et vr 7→ e−β(vr−v)2 − e−β(vr+v)2
sont toutes deux des fonctions impaires et donc

que leur produit est une fonction paire. Or, l’intégrale sur [0,+∞[ d’une fonction paire est la moitié
de son intégrale sur ]− ∞,+∞[, donc :

rT(v) =
1
2

√
β

π

∫ +∞

−∞
r0(vr)

[
e−β(vr−v)2 − e−β(vr+v)2

]
dvr (3.57)

Ensuite, en utilisant encore le fait que r0 est une fonction impaire, le changement de variable w = −vr

effectué sur l’intégrale du terme facteur de e−β(vr+v)2
donne :

∫ +∞

−∞
r0(vr)e−β(vr+v)2

dvr = −
∫ +∞

−∞
r0(w)e−β(w−v)2

dw (3.58)

Ainsi, l’équation 3.57 devient :

rT(v) =

√
β

π

∫ +∞

−∞
r0(vr)e−β(vr−v)2

dvr (3.59)

Écrite sous cette forme, cette équation est en réalité le produit de convolution de r0 et de la fonction

Gaussienne χ : u 7→
√

β
π e−βu2

. Cette constatation va nous permettre de construire un algorithme très
efficace pour l’élargissement Doppler. Rappelons que le produit de convolution de deux fonctions f
et g est défini par :

f ∗ g(x) =
∫ +∞

−∞
f (t) g(x − t) dt (3.60)
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et que la transformée de Fourier d’un produit de convolution est le produit des transformées de
Fourier des deux fonctions :

f̂ ∗ g = f̂ . ĝ (3.61)

Ainsi :
rT = r0 ∗ χ (3.62)

La transformée de Fourier de rT est par suite :

r̂T = r̂0.χ̂ (3.63)

La transformée de Fourier de la Gaussienne χ est χ̂(ξ) = e−π2ξ2/β, donc la transformée de Fourier de
rT devient :

r̂T(ξ) = e−π2ξ2/β r̂0(ξ) (3.64)

Pour pouvoir calculer la transformée de Fourier de r0, il existe un algorithme très performant
appelé Fast Fourier Transform (FFT). Cet algorithme prend en entrée N valeurs de r0 calculées sur
une grille de vitesses ayant un pas ∆ constant, c’est-à-dire les valeurs r0(k∆). En sortie, l’algorithme
FFT donne les valeurs r̂0(ξ) aux points ξ = k

N∆
. Comme son nom l’indique, cet algorithme est très

rapide, puisque sa complexité algorithmique est en O(N log2(N)). Il existe également un algorithme
FFT inverse, qui, partant des valeurs de la transformée de Fourier sur la grille ξ = k

N∆
, donne les

valeurs de la fonction correspondantes en k∆. Cet algorithme inverse a, lui aussi, une complexité en
O(N log2(N)) et est donc tout aussi performant.

Sachant cela, nous avons pu mettre au point notre algorithme de calcul de l’effet Doppler. La
première étape est d’échantillonner r0 en N vitesses vk = k∆, puis de lui appliquer un algorithme
FFT. Les valeurs r̂0(ξ) obtenues sont multipliées par e−π2ξ2/β, ce qui donne r̂T(ξ). On utilise alors
l’algorithme FFT inverse qui calcule rT en chacune des vitesses vk, ce qui donne immédiatement σT

sur la grille d’énergie correspondante.
L’étape d’échantillonnage de r0 peut être coûteuse en temps de calcul, car évaluer σ0 dans la

région des résonances est une opération lente. Cependant, cet échantillonnage ne doit être réalisé
qu’une seule fois et permet d’obtenir σT(E) sur tout le domaine d’énergie d’intérêt. De plus, les va-
leurs échantillonnées de r0 peuvent être réutilisées telles quelles pour un nouveau calcul à une tem-
pérature différente. L’utilisation des deux algorithmes FFT étant très rapide en comparaison, nous
pouvons raisonnablement espérer que cette méthode sera compétitive en termes de temps de calcul
par rapport aux algorithmes évoqués précédemment. Dans ce qui suit, nous verrons qu’elle fournit,
de plus, un résultat correct quelle que soit la précision requise.

3.4.2 Implémentation dans GAIA

Théorie

Comme indiqué au début de la partie 3.3, nous considérons une section efficace σ0 continue sur
l’intervalle d’énergie [EL, EH ] et égale à 0 partout ailleurs. La fonction r0, définie par l’équation 3.54

est donc à support compact, car elle est nulle en dehors de [−vH,−vL] ∪ [vL, vH ], avec vL =
√

2EL
m et

vH =
√

2EH
m .

La fonction r0 étant continue par morceau sur son support, on en déduit que r0 ∈ L1(R) : cela a
pour conséquence l’existence de sa transformée de Fourier. De plus, cela implique que r̂0 est continue
sur R et que lim|ξ|→∞ r̂0(ξ) = 0 (par exemple, cf Soize [58]). Les propriétés des produits de convolu-
tion montrent que rT appartient lui aussi à L1(R). Pour les mêmes raisons, r0 et rT sont dans L2(R)
(i.e. leurs carrés sont intégrables sur R), ce qui signifie que l’on peut prendre les transformées de
Fourier inverses de r̂0 et r̂T.

L’algorithme FFT effectue la transformée de Fourier discrète d’un jeu de N nombres. Une des-
cription détaillée de cet algorithme peut être trouvée dans [53]. Comme nous l’avons mentionné
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ci-dessus, pour calculer la transformée de Fourier de r0 avec cet algorithme, il faut d’abord l’échan-
tillonner sur les vitesses vn = n∆, avec un pas constant ∆. Cet échantillonnage doit couvrir l’inté-
gralité du support de r0, de −vH à vH. Nous devons donc prendre N points d’échantillonnage avec
N∆ ≥ 2vH. L’algorithme FFT prend alors en entrée la famille (r0(n∆))−N/2≤n≤N/2−1. La sortie est la
famille

Xk =
N/2−1

∑
n=−N/2

r0(n∆) e−2iπnk/N , −N
2

≤ k ≤ N
2
− 1 (3.65)

Il nous faut ensuite exprimer les Xk comme des valeurs d’une transformée de Fourier. Pour cela nous
introduisons une nouvelle fonction r0,∆ qui est définie via sa transformée de Fourier :

r̂0,∆(ξ) =





∆ ∑
n∈Z

r0(n∆) e−2iπξn∆ si ξ ∈
[−1

2∆
, 1

2∆

]

0 sinon
(3.66)

Comme r0(n∆) = 0 si |n| ≥ N/2 (du fait de la définition de N), nous trouvons :

∀k ∈
[
−N

2
,

N
2
− 1
]

, Xk =
1
∆

r̂0,∆

(
k

N∆

)
(3.67)

Cela signifie que lorsque nous appliquons l’algorithme FFT sur les valeurs échantillonnées de r0,
nous obtenons la fonction r̂0,∆, et non la fonction r̂0 que nous cherchons.

Puis, nous définissons la fonction rT,∆ = χ ∗ r0,∆, dont la transformée de Fourier est :

r̂T,∆(ξ) = χ̂(ξ) r̂0,∆(ξ) = e−π2ξ2/β r̂0,∆(ξ) (3.68)

Comme r̂0,∆ est bornée, r̂T,∆(ξ) est à peu près égale à 0 quand |ξ| ≫
√

β

π . Cela signifie que rT,∆ peut
être considérée approximativement comme une fonction à bande limitée 1. La fréquence de Nyquist
associée est 1

2∆0
, avec ∆0 ≪ π

2
√

β
. Cela a pour conséquence que pour tout pas d’échantillonnage

∆ ≤ ∆0, rT,∆ est complètement connue sur R quand la famille rT,∆(n∆), n ∈ Z, est connue.
Si nous choisissons N suffisamment grand pour que χ(v) ≈ 0 en dehors de

[−N∆
2 , N∆

2

]
, c’est-à-dire

si N∆
2 ≫ 1√

β
, alors nous pouvons démontrer que :

∀v ∈ R, rT,∆(v) =
1

N∆
∑

k∈Z

r̂T,∆

(
k

N∆

)
e2iπ kv

N∆ (3.69)

Et, comme r̂T,∆(ξ) ≈ 0 quand |ξ| ≥ 1
2∆

si ∆ ≤ ∆0, nous obtenons :

∀v ∈ R, rT,∆(v) =
1

N∆

N/2

∑
k=−N/2

r̂T,∆

(
k

N∆

)
e2iπ kv

N∆ (3.70)

Pour calculer rT,∆, nous appliquons l’algorithme FFT inverse à la famille
(

1
∆

r̂T,∆

(
k

N∆

)
= χ̂

(
k

N∆

)
Xk

)
.

Cet algorithme nous donne en sortie le jeu de valeurs (xn)−N/2≤n≤N/2−1, avec :

xn =
1
N

N/2−1

∑
k=−N/2

[
1
∆

r̂T,∆

(
k

N∆

)]
e2iπ nk

N = rT,∆(n∆) (3.71)

Pour résumer, après avoir appliqué les algorithmes FFT et FFT inverse à partir de la famille
(r0(n∆)), nous avons obtenu rT,∆(v) aux vitesses vn = n∆. Pour un pas ∆ ≤ ∆0 donné, l’erreur
commise pour la vitesse v est donc :

ǫ∆(v) = |rT,∆(v)− rT(v)| (3.72)

1. c’est-à-dire une fonction dont la transformée de Fourier est nulle en dehors d’un intervalle [−ξmax, ξmax] [58], avec
ξmax sa fréquence de Nyquist.
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Comme r̂0 est bornée, rT peut aussi être approximativement considérée comme étant à bande
limitée, avec une fréquence de Nyquist égale à 1

2∆0
. En conséquence, si ∆ ≤ ∆0, nous avons (de la

même façon que pour rT,∆) :

∀v ∈ R, rT(v) =
1

N∆

N/2

∑
n=−N/2

r̂T

( n
N∆

)
e2iπ nv

N∆ (3.73)

donc :

rT(v)− rT,∆(v) =
1

N∆

N/2

∑
n=−N/2

[
r̂0

( n
N∆

)
− r̂0,∆

( n
N∆

)]
exp

(−π2n2

βN2∆2

)
e2iπ nv

N∆ (3.74)

Cela signifie que l’erreur commise sur rT dépend de la différence entre r̂0,∆ et r̂0. La formule de la
somme de Poisson [58] donne :

∀ξ ∈
[−1

2∆
,

1
2∆

]
, r̂0,∆(ξ) = ∑

m∈Z

r̂0

(
ξ +

m
∆

)
(3.75)

c’est-à-dire :

∀ξ ∈
[−1

2∆
,

1
2∆

]
, r̂0,∆(ξ)− r̂0(ξ) = ∑

m 6=0
r̂0

(
ξ +

m
∆

)
(3.76)

Comme lim|ξ|→∞ r̂0(ξ) = 0, cette différence peut être rendue aussi petite que souhaitée en choisissant
un pas d’échantillonnage ∆ suffisamment faible. Dans l’algorithme que nous avons implémenté dans
GAIA, nous commençons avec un pas ∆ = ∆0 et nous le divisons ensuite par 2 jusqu’à ce que la
précision requise sur rT soit atteinte. Bien entendu, plus r̂0 tend rapidement vers 0 à l’infini, plus
l’erreur sur rT décroît rapidement.

À une itération i donnée, nous échantillonnons r0 aux vitesses vi
n = n∆i, pour −Ni/2 ≤ n ≤

Ni/2 − 1, et nous appliquons les algorithmes FFT et FFT inverse. Pour garder Ni∆i constant, à l’ité-
ration suivante nous prenons ∆i+1 = ∆i/2 et Ni+1 = 2Ni. Comme vi+1

2n = vi
n, nous n’avons besoin

d’évaluer r0 qu’en Ni+1/2 points supplémentaires (les vi+1
2n+1). Ainsi, toutes les valeurs de r0 calculées

à une itération seront réutilisées à l’itération suivante, ce qui limite le nombre d’opérations néces-
saires et donc le temps de calcul.

Soit ri
T l’approximation de rT obtenue après i itérations, i.e. ri

T = rT,∆i . GAIA arrête les calculs à
l’itération (i + 1) si, pour chaque vitesse vi+1

2k = vi
k, pour 0 ≤ k ≤ Ni/2, la différence relative entre

ri
T(v

i
k) et ri+1

T (vi
k) est inférieure à la précision requise. Ce critère de convergence est correct si nous

supposons que
∣∣∣ ri+1

T (v)−ri
T(v)

ri+1
T (v)

∣∣∣ est une bonne approximation de
∣∣∣ rT(v)−ri

T(v)
rT(v)

∣∣∣, ce qui semble raisonnable.

Nous avions essayé des critères de convergence plus élaborés, portant non pas sur rT mais sur sa
transformée de Fourier, mais les tests réalisés ont montré que le critère présenté ci-dessus était le plus
robuste.

Prolongement aux bords

La partie supérieure de la figure 3.7 montre l’erreur relative (par rapport à la méthode de réfé-
rence) commise sur la section efficace totale de 235U à 293.6 K au voisinage de EH = 2250 eV, calculée
en utilisant la méthode aux transformées de Fourier, pour quatre valeurs différentes du pas d’échan-
tillonnage ∆. Comme nous pouvons le voir, aucune de ces valeurs n’est suffisante pour reconstruire
correctement la section efficace dans une zone de quelques eV en dessous de la borne supérieure EH.

Cela s’explique par le fait que la section efficace à 0 K est nulle en dehors de [EL, EH ], ce qui en-
traîne que la fonction r0 présente des discontinuités en −vH et vH (ainsi qu’en −vL et vL si vL 6= 0).
Or, les transformations de Fourier ne sont pas bien adaptées à la représentation des fonctions dis-
continues, ce qui se traduit par le phénomène de Gibbs : lors de la reconstruction d’une fonction
discontinue à partir des coefficients de Fourier, l’erreur commise près des points de discontinuité ne
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tend pas vers 0 quand le pas d’échantillonnage tend vers 0. C’est ce phénomène que nous obser-
vons sur la partie supérieure de la figure 3.7. Il a donc fallu adapter légèrement notre méthode pour
supprimer cette source d’erreur.
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FIGURE 3.7 – Erreur relative commise par la méthode aux transformées de Fourier près de EH pour
différents pas ∆, pour la section totale de 235U à 293.6 K. Partie supérieure : sans prolongement de r0
et partie inférieure : avec un prolongement C1. L’unité de ∆ est eV0.5.amu−0.5

Comme χ est une Gaussienne, nous pouvons considérer sans perte significative de précision que
χ(v) ≈ 0 quand |v| est supérieure à quelques longueurs caractéristiques 1/

√
β, c’est-à-dire que

χ(v) = 0 si |v| > M = K√
β

, avec K un paramètre suffisamment grand. Par conséquent :

rT(v) =
∫ +∞

−∞
χ(v − v′)r0(v′)dv′ ≈

∫ v+M

v−M
χ(v − v′)r0(v′)dv′ (3.77)
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Cette équation montre que rT(v) ne dépend en réalité que des valeurs de r0 sur l’intervalle [v− M, v+
M]. Comme r0(v) = 0 quand |v| > vH, nous pouvons donc considérer que rT(v) ≈ 0 quand |v| >
vH + M et, pour la même raison, que rT(v) ≈ 0 quand |v| < vL − M. La section à 0 K étant définie sur
l’intervalle de vitesses [vL, vH ], elle a donc une influence sur tout l’intervalle [vL − M, vH + M] une fois
élargie à la température T. Par conséquent, nous avons besoin de calculer rT sur [vL − M, vH + M] (ou
[0, vH + M] si vL = 0) et nous voulons évidemment que le phénomène de Gibbs épargne l’intégralité
de cet intervalle.

Les erreurs dues au phénomène de Gibbs ne sont sensibles que dans un petit voisinage du point
de discontinuité. C’est pourquoi, pour éliminer ces erreurs, nous avons choisi de prolonger r0 sur
un intervalle [vH, vH + d], et sur [vL − d, vL] si vL > 0, en s’assurant que la fonction prolongée rEXT

0
soit de classe C1 sur ]vL − d, vH + d[. En prenant d plus grand que 2M, l’équation 3.77 montre que
les discontinuités de rEXT

0 en vH + d et vL − d n’auront aucune influence sur le calcul de la fonction
élargie correspondante rEXT

T sur l’intervalle [vL − M, vH + M] nous intéressant. Cela signifie que le
choix d = 2M garantit que rEXT

T sera débarrassé du phénomène de Gibbs sur [vL − M, vH + M].
Pour que la fonction prolongée rEXT

0 soit de classe C1 en vH et jusqu’en vH + 2M non inclus,
il suffit de prolonger r0 sur [vH, vH + 2M] par une fonction linéaire par morceaux rH

0 définie par
rH

0 (v) = r0(vH) + (v − vH)r′0(vH) pour vH ≤ v ≤ vH + 2M. Nous voulons que, comme r0, rEXT
0 soit

une fonction impaire, donc nous prolongeons également r0 sur [−vH − 2M,−vH ] par rH
0 , que nous

définissons sur cet intervalle par rH
0 (v) = −rH

0 (−v). En dehors de [−vH − 2M,−vH ]∪ [vH, vH + 2M],
nous posons rH

0 (v) = 0.
Pour le prolongement du côté des faibles vitesses (qui n’est nécessaire que si vL > 0), il apparaît

une contrainte supplémentaire imposée par la nécessité que rEXT
0 soit impaire. Il faut donc s’assurer

que rEXT
0 (0) = 0. Pour avoir rEXT

0 impaire et de classe C1 en vL et jusqu’en vL − 2M (non inclus), nous
prolongeons r0 sur [vL − 2M, vL] par la fonction rL

0 définie sur cet intervalle par rL
0 (v) = r0(vL) + (v −

vL)r′0(vL) +
(
vLr′0(vL)− r0(vL)

) ( v−vL
vL

)2
. Pour conserver la symétrie, nous prolongeons ensuite r0 sur

[−vL,−vL + 2M] par rL
0 que nous définissons sur cet intervalle par rL

0 (v) = −rL
0 (−v). En dehors de

[−vL,−vL + 2M] ∪ [vL − 2M, vL], nous posons rL
0 (v) = 0.

Avec ces définitions, le prolongement de r0 est en définitive :

∀v ∈ R, rEXT
0 (v) = r0(v) + rH

0 (v) + rL
0 (v) (3.78)

En appliquant l’équation Doppler 3.56 à rEXT
0 , nous obtenons alors la fonction rEXT

T . Comme rEXT
0 est

impaire, rEXT
T vérifie :

rEXT
T = rEXT

0 ∗ χ = r0 ∗ χ + rH
0 ∗ χ + rL

0 ∗ χ (3.79)

L’équation 3.77 nous permet de considérer que rL
T(v) = rL

0 ∗ χ(v) = 0 si |v| > vL + M (étant donné
que rL

0 (v) = 0 quand |v| > vL) et également que rH
T (v) = rH

0 ∗ χ(v) = 0 si |v| < vH − M (étant donné
que rH

0 (v) = 0 quand |v| < vH). Nous pouvons alors calculer rT(v) en utilisant :

rT(v) =





rEXT
T (v)− rL

T(v) si v ∈ [vL − M, vL + M]

rEXT
T (v) si v ∈ [vL + M, vH − M]

rEXT
T (v)− rH

T (v) si v ∈ [vH − M, vH + M]

(3.80)

rEXT
T est calculée à partir de rEXT

0 avec la méthode aux transformées de Fourier présentée ci-dessus.
La fonction qui nous intéresse, à savoir rT, est ensuite obtenue en lui soustrayant rH

T et rL
T sur les inter-

valles adéquats. Grâce à la simplicité de rH
0 et rL

0 , les fonctions rL
T et rH

T sont calculées analytiquement.
Leur soustraction n’augmente donc pas l’erreur commise lors du calcul de rT.

La partie inférieure de la figure 3.7 montre les erreurs relatives sur σT lorsque le prolongement C1

de r0 est utilisé, dans les mêmes cas que la partie supérieure. Nous avons utilisé un facteur K = 12
pour calculer la variable M. La comparaison des deux parties de la figure montre de façon évidente
que l’utilisation du prolongement de r0 permet de supprimer les erreurs aux bords précédemment
observées.
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Algorithme Overlap-Save

Comme nous l’avons vu plus haut, dans la sous-partie "Théorie", la vitesse de convergence de
notre algorithme de calcul de l’effet Doppler dépend de la vitesse de décroissance à l’infini de r̂0.
C’est une propriété bien connue de la transformée de Fourier que la vitesse de décroissance de r̂0 à
l’infini est équivalente à la régularité de r0. Cela signifie que le pas d’échantillonnage ∆ nécessaire
pour obtenir la convergence sera d’autant plus grand (et donc la convergence sera d’autant plus
rapide) que r0 sera plus régulière.

Si nous appliquons la méthode aux transformées de Fourier telle que nous l’avons décrite ci-
dessus, nous utilisons un pas ∆ constant sur l’ensemble de l’intervalle d’échantillonnage de r0. Or,
r0 peut être localement plus régulière sur certaines parties de [vL − M, vH + M] que sur d’autres,
ce qui implique que le pas nécessaire pour atteindre la précision souhaitée n’est pas nécessairement
le même sur tout l’intervalle. Lorsque nous utilisons un pas constant, il peut donc être à certains
endroits plus petit que la valeur minimale requise en réalité pour atteindre la précision. Cela signifie
que nous aurions pu en réalité échantillonner moins de points et avoir néanmoins un résultat correct
sous la précision souhaitée.

L’échantillonnage de r0 étant, de loin, l’étape la plus coûteuse en temps de calcul, nous pouvons
nous attendre à un gain significatif d’efficacité si nous utilisons des pas d’échantillonnage variables
sur l’intervalle [vL − M, vH + M]. Or, il existe une méthode permettant de faire cela sans perdre les
avantages de l’utilisation des transformées de Fourier : l’algorithme Overlap-Save (OS) [59]. L’idée
sur laquelle il repose est de diviser l’intervalle total nous intéressant en sous-intervalles de longueur
L0∆0. Ensuite, si l’on note r0,k la restriction de r0 au sous-intervalle d’indice k, les fonctions élargies
rT,k sont calculées pour chaque sous-intervalle séparément en appliquant la méthode aux transfor-
mées de Fourier décrite dans les sections précédentes. La fonction rT,k est égale à rT sur tout le sous-
intervalle k à l’exception de deux parties de largeur M aux extrémités. Pour remédier à cela, chaque
sous-intervalle recouvre ses deux voisins sur une largeur 2M (d’où le nom de l’algorithme OS) et
l’ensemble des rT,k permet de connaître rT en tout point : cf. figure 3.8. Tout l’intérêt dans notre cas
est que le pas d’échantillonnage nécessaire à la convergence peut être différent d’un sous-intervalle à
l’autre. Par exemple, si r0 est plus régulière sur un sous-intervalle que sur le suivant, l’algorithme OS
permettra au pas d’échantillonnage utilisé d’être plus grand dans le premier sous-intervalle que dans
le second. À l’inverse, si nous avions appliqué directement la méthode aux transformées de Fourier
à l’intervalle total, le plus petit des pas aurait été utilisé pour les deux sous-intervalles, ce qui aurait
été inutile pour atteindre la précision souhaitée et aurait donc été un gâchis de temps de calcul.

Plus précisément, l’algorithme pour le sous-intervalle k consiste premièrement à échantillonner
r0,k avec un pas ∆ (en commençant par ∆ = ∆0), sachant que les premiers M/∆ points peuvent déjà
avoir été calculés lors du traitement du précédent sous-intervalle. Ensuite, r̂0,k est calculé avec l’al-
gorithme FFT, ce qui permet de déduire r̂T,k. L’algorithme FFT inverse donne alors rT,k sur tout le
sous-intervalle k. Si le critère de convergence n’est pas atteint, le pas ∆ est divisé par 2 et toutes ces
étapes sont répétées. Dès que le critère est atteint, les valeurs de rT,k obtenues sont stockées et l’algo-
rithme est appliqué au sous-intervalle suivant, en commençant avec le pas d’échantillonnage ∆0. Bien
évidemment, sur les premier et dernier sous-intervalles, r0 est étendue au-delà de vL et vH comme
nous l’avons décrit précédemment. Nous verrons dans la suite que l’utilisation de l’algorithme OS
permet de réduire significativement le temps de calcul tout en préservant la précision des résultats
finaux.

Interpolation sur la grille finale

Notre algorithme de calcul de l’effet Doppler nous donne donc finalement les valeurs de rT en
chacun des points vn,k = v0,k + n∆k, où k est l’indice du sous-intervalle, v0,k sa première vitesse (cf.
figure 3.8) et n varie de 0 à Nk − 1, avec Nk = L0

∆0
∆k

le nombre de points d’échantillonnage dans le

sous-intervalle. Cela est équivalent à la donnée de σT sur la grille d’énergies
(

En,k =
1
2 mv2

n,k

)
. Cette
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FIGURE 3.8 – Principe de l’algorithme Overlap-Save

grille s’adapte automatiquement à la température T. En effet, les ∆k s’obtiennent en divisant ∆0 par
une puissance de 2, et ∆0 est une fonction croissante de T. Cela signifie que plus la température T est
grande, moins la grille finale contiendra de points, ce qui correspond au fait que plus T est grande,
plus σT est lisse et donc moins le nombre de points nécessaire à sa connaissance précise est important.

La grille des vitesses s’étend au moins de vL − M à vH + M, c’est-à-dire qu’elle couvre tout le
domaine de vitesse utile. Néanmoins, on peut vouloir connaître en plus la valeur de rT en des points
précis de ce domaine qui ne sont pas forcément contenus dans la grille, comme par exemple les
vitesses correspondant aux résonances. Pour cela, il nous faut une méthode d’interpolation entre les
points de la grille. Elle est fournie par le théorème de Shannon [58].

Considérons le sous-intervalle k et la fonction associée rT,k introduits dans le cadre de l’algorithme
OS. La transformée de Fourier de rT,k est le produit de r̂0,k et d’une Gaussienne, ce qui permet de
considérer (approximativement) que rT,k est une fonction à bande limitée, avec une fréquence de
Nyquist inférieure à 1

2∆k
. D’après le théorème d’échantillonnage de Shannon, nous avons alors :

rT,k(v) =
+∞

∑
n=−∞

rT,k(vn,k)
sin
(

π
∆k
(v − v0,k − n∆k)

)

π
∆k
(v − v0,k − n∆k)

(3.81)

Remarquons que si v < v0,k − 2M ou si v > v0,k+1 + 2M, alors rT,k(v) = 0, ce qui implique que
la somme porte en réalité seulement sur les valeurs de n comprises entre n = −2M/∆k et n =
Nk + 2M/∆k. Comme la somme est finie, nous pouvons utiliser l’équation 3.81 pour calculer rT,k(v)
pour toute vitesse v dans [v0,k, v0,k+1], intervalle sur lequel rT,k(v) = rT(v).

3.4.3 Validation

Comme précédemment, nous utilisons le calcul de l’effet Doppler à 293.6 K sur la section efficace
de capture de 235U dans le domaine résolu (de 10−5 à 2250 eV) pour valider la méthode aux transfor-
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mées de Fourier, qui sera plus simplement désignée sous le nom de méthode GAIA - Fourier dans
la suite. Nous utilisons à nouveau les trois indicateurs définis dans la partie 3.3.3, qui caractérisent
l’erreur commise par rapport à la méthode de référence. Les deux mêmes critères de précision que
précédemment sont requis, à savoir 0.1 % et 10−3 %. Les résultats sont donnés dans la table 3.3, qui
rappelle également ceux obtenus avec le module BROADR de NJOY 99.259. La figure 3.9 montre la
section calculée par GAIA-Fourier et NJOY, avec une précision requise de 0.1 %, sur l’ensemble de
l’intervalle d’énergie, ainsi que les différences relatives avec la méthode de référence. La figure 3.10
est identique, mais dans le cas où la précision demandée est de 10−3 %. Nous constatons que, dans
les deux cas, la méthode GAIA-Fourier permet aisément d’attendre la précision requise, quel que soit
l’indicateur considéré. Comme nous l’avions déjà remarqué, l’erreur maximale commise par NJOY
est légèrement supérieure à la valeur maximale acceptable. De plus, NJOY surévalue systématique-
ment la section efficace. Cependant, les indicateurs 2 et 3 sont corrects ce qui signifie que l’erreur
commise par NJOY sera vraisemblablement peu sensible en pratique. Cette erreur est plus impor-
tante dans le cas de la précision à 10−3 %, mais il faut noter que cette précision est bien supérieure
à ce qui est demandé pour les applications pratiques. Nous ne l’avons utilisée ici qu’afin de tester le
comportement des méthodes de calcul sous une forte précision. Il ne faut donc pas s’inquiéter outre
mesure du fait que NJOY n’atteigne pas exactement la précision de 10−3 %.

TABLE 3.3 – Comparaison entre GAIA - Fourier et NJOY, pour la section de capture de 235U à 293.6 K

Méthode GAIA - Fourier NJOY - BROADR
Précision requise (%) 0.1 10−3 0.1 10−3

Indicateur 1 (%) 1.4 × 10−3 1.3 × 10−6 0.15 4.1 × 10−3

Indicateur 2 (%) 1.1 × 10−6 4.7 × 10−10 2.7 × 10−2 6.6 × 10−4

Indicateur 3 (%) 1.0 × 10−6 3.5 × 10−13 7.5 × 10−3 1.2 × 10−4

Les temps de calcul restent bien évidemment des paramètres nous intéressant. La table 3.4 les pré-
sente pour GAIA - Fourier et NJOY. Afin d’illustrer le gain que représente l’utilisation de l’algorithme
OS, nous avons également inclus dans cette table les temps de calcul de la méthode GAIA - Fourier
lorsque l’algorithme OS n’est pas utilisé, c’est-à-dire en calculant la transformée de Fourier avec un
pas d’échantillonnage constant sur tout l’intervalle. Nous constatons un gain de temps de calcul d’un
facteur à peu près égal à 2 grâce à cet algorithme. Il faut noter que les grilles d’énergie sur lesquelles
les sections efficaces sont données ne sont plus les mêmes pour NJOY et GAIA, contrairement au cas
des méthodes utilisant Gauss-Legendre. Lorsque la précision demandée est 0.1 %, la grille calculée
par GAIA contient 271 394 points alors que celle calculée par NJOY en contient 77 306. Lorsque la
précision est 10−3 %, ces nombres de points deviennent respectivement 495 756 et 726 953.

TABLE 3.4 – Temps de calcul pour l’élargissement Doppler de 235U

Précision GAIA - Fourier GAIA - Fourier NJOY
requise avec algorithme OS sans algorithme OS

0.1% 36 s 75 s 150 s
10−3% 67 s 150 s 865 s

Nous pouvons dès à présent conclure que, dans le cas de 235U, notre méthode GAIA - Fourier est
capable de calculer les sections élargies par effet Doppler à la précision souhaitée, en respectant un
temps de calcul raisonnable.

Pour compléter un peu la validation de cette méthode, nous avons réalisé des tests supplémen-
taires sur 238U. Ce noyau a été choisi car il possède plus de résonances que 235U et elles sont plus
étroites : la résolution de l’équation 3.27 va donc être plus difficile pour 238U, en ce sens qu’elle né-
cessitera le calcul de plus de points d’intégration à cause de l’étroitesse des résonances.

Comme pour 235U, les tests ont été réalisés pour la section de capture à 293.6 K dans le domaine
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FIGURE 3.9 – Section de capture de 235U calculée avec GAIA-Fourier et NJOY à 0.1 %. Erreur par
rapport à la méthode de référence.

résolu (qui va ici de 10−5 eV à 20 keV). Nous avons utilisé l’évaluation disponible dans la bibliothèque
ENDF/B-VII.1 Deux calculs ont été menés, le premier en demandant une précision de 0.1 % et le
second de 10−3 %. Les figures 3.11 et 3.12 montrent la section de capture calculée avec GAIA - Fourier
et NJOY, respectivement dans les cas d’une précision à 0.1 % et à 10−3 %. Les erreurs commises
par chacun de ces calculs, c’est-à-dire les différences relatives avec la méthode de référence, sont
également tracées. La table 3.5 présente les valeurs des trois indicateurs dans les différents cas. Nous
voyons à nouveau que la méthode GAIA - Fourier atteint la précision requise dans tous les cas et
pour tous les critères.

Ce n’est en revanche pas le cas de NJOY pour lequel l’indicateur 1 est largement au-dessus de sa
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FIGURE 3.10 – Section de capture de 235U calculée avec GAIA-Fourier et NJOY à 10−3 %. Erreur par
rapport à la méthode de référence.

valeur maximale autorisée. Nous constatons de plus que l’erreur commise est encore systématique-
ment positive, ce que traduit la valeur élevée de l’indicateur (qui est tout juste égale à la précision
demandée). Cela montre la difficulté inhérente à la linéarisation des sections efficaces lorsque les ré-
sonances sont très étroites et illustre donc les limitations de l’algorithme SIGMA1, utilisé par NJOY.
Notons tout de même que l’indicateur 3, le plus pertinent en pratique, est correct, ce qui laisse penser
que les résultats de NJOY sont acceptables pour les principales applications.

Comme ci-dessus, la table 3.6 indique les temps de calcul qui ont été nécessaires pour GAIA -
Fourier et NJOY, en incluant aussi le cas où nous n’utilisons pas l’algorithme OS dans GAIA - Fourier.
Nous voyons que celui-ci permet ici des gains de temps d’un facteur environ 3. L’autre constatation
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FIGURE 3.11 – Section de capture de 238U calculée avec GAIA-Fourier et NJOY à 0.1 %. Erreur par
rapport à la méthode de référence.

TABLE 3.5 – Comparaison entre GAIA - Fourier et NJOY, pour la section de capture de 238U à 293.6 K

Méthode GAIA - Fourier NJOY - BROADR
Précision requise (%) 0.1 10−3 0.1 10−3

Indicateur 1 (%) 3.9 × 10−4 5.3 × 10−7 1.3 5.7 × 10−2

Indicateur 2 (%) 8.3 × 10−7 1.7 × 10−9 0.10 2.2 × 10−3

Indicateur 3 (%) 2.5 × 10−8 2.4 × 10−11 7.7 × 10−3 1.4 × 10−4
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FIGURE 3.12 – Section de capture de 238U calculée avec GAIA-Fourier et NJOY à 10−3 %. Erreur par
rapport à la méthode de référence.

est que, pour 238U, la méthode GAIA - Fourier est significativement plus lente que NJOY, même avec
l’algorithme OS. Cependant le temps de calcul de GAIA reste acceptable et, surtout, nous venons
de montrer que cette méthode permet le calcul de l’effet Doppler sur 238U pour des précisions aussi
faibles que 10−3 %.

Comme nous l’avons fait pour le cas de la reconstruction des sections efficaces à 0 K (cf. chapitre
2), il faudrait, pour valider complètement la méthode GAIA - Fourier, la tester sur l’ensemble des
fichiers évalués de données nucléaires à notre disposition. Malheureusement, cela suppose d’effec-
tuer ces calculs aussi avec la méthode de référence qui est très lente. Faute de temps et de ressources
informatiques suffisantes, nous n’avons donc pas pu le faire. À défaut, nous nous sommes contentés
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TABLE 3.6 – Temps de calcul pour l’élargissement Doppler de 238U

Précision GAIA - Fourier GAIA - Fourier NJOY
requise avec algorithme OS sans algorithme OS

0.1% 813 s 2230 s 180 s
10−3% 1240 s 4480 s 4310 s

de valider notre méthode sur quelques noyaux représentatifs des différents formalismes du format
ENDF. Nous avons déjà présenté les résultats des calculs sur les domaines résolus 235U et 238U, tous
deux issus de la bibliothèque ENDF/B.VII.1. Ces deux domaines utilisent le formalisme LRU = 1 et
LRF = 3. Voici brièvement les résultats obtenus sur quelques noyaux utilisant d’autres formalismes.

– 180Hf : calcul sur le domaine résolu (10−5 à 4992 eV) de ENDF/B.VII.1. Formalisme LRU = 1 et
LRF = 2.

TABLE 3.7 – Comparaison entre GAIA - Fourier et NJOY, pour la section de capture de 180Hf à 293.6
K

Méthode GAIA - Fourier NJOY - BROADR
Précision requise (%) 0.1 10−3 0.1 10−3

Indicateur 1 (%) 4.7 × 10−4 2.8 × 10−7 0.66 5.4 × 10−3

Indicateur 2 (%) 2.4 × 10−6 7.3 × 10−10 7.1 × 10−2 1.4 × 10−3

Indicateur 3 (%) 6.8 × 10−10 7.7 × 10−14 7.5 × 10−3 1.2 × 10−4

Temps de calcul 2 s 3 s 1 s 88 s

Ce noyau a été sélectionné car il possède des résonances particulièrement étroites. On voit que
GAIA - Fourier se comporte de façon tout-à-fait satisfaisante, à la fois pour la précision et le temps
de calcul. Dans le cas où la précision demandée est 10−3 %, NJOY est étrangement lent. Comme nous
l’avons déjà dit, cette précision est bien plus exigeante que ce qui peut être utile en pratique et NJOY
n’est pas conçu pour être efficace dans de tels cas.

– 56Fe : calcul sur le domaine résolu (10−5 eV à 2 MeV). Formalisme LRU = 1 et LRF = 7.

TABLE 3.8 – Comparaison entre GAIA - Fourier et NJOY, pour la section de capture de 56Fe à 293.6 K

Méthode GAIA - Fourier NJOY - BROADR
Précision requise (%) 0.1 10−3 0.1 10−3

Indicateur 1 (%) 0.11 8.5 × 10−5 340 340
Indicateur 2 (%) 1.2 × 10−6 7.0 × 10−10 0.82 0.68
Indicateur 3 (%) 4.8 × 10−7 2.0 × 10−14 7.4 × 10−3 6.2 × 10−5

Temps de calcul 59 s 102 s 86 s 742 s

Nous avons choisi le noyau de 56Fe, d’une part pour tester notre méthode sur le nouveau forma-
lisme LRU = 1 et LRF = 7, et d’autre part pour son grand intérêt pratique. On constate immédiate-
ment que NJOY donne des résultats assez éloignés de la référence pour ce noyau. Un examen attentif
montre que NJOY arrête d’appliquer l’effet Doppler aux sections efficaces après l’énergie de seuil
de la diffusion inélastique (environ 8.623 × 105 eV). À partir de cette énergie, NJOY donne donc les
sections à 0 K quelle que soit la température demandée par l’utilisateur. Or, les valeurs élevées des in-
dicateurs 1 et 2 indiquent que, même pour des énergies aussi hautes, l’effet Doppler reste sensible sur
les sections efficaces. Cependant, l’indicateur 3 conserve une valeur acceptable, ce qui suggère que
les erreurs commises en ne prenant pas en compte l’effet Doppler tendent à se compenser lorsque
l’on intègre les sections efficaces sur un intervalle d’énergie.
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En ce qui concerne GAIA - Fourier, l’indicateur 1 excède légèrement la précision requise dans
le cas où elle est égale à 0.1 %. En réalité, cette erreur maximale n’est atteinte qu’en un seul point
de la grille d’énergie, et pour tous les autres l’erreur est bien inférieure à 0.1 %. De plus, les deux
autres indicateurs ont des valeurs très faibles, ce qui montre que cette erreur isolée ne prête pas à
conséquences. Dans le cas de la précision à 10−3 %, les trois indicateurs sont corrects.

3.4.4 Conclusion

La méthode de calcul de l’effet Doppler à l’aide des transformées de Fourier a été implémentée
dans GAIA et testée dans plusieurs cas par rapport à la méthode de référence qui a été mise en place.
Ces tests montrent l’efficacité de cette méthode, tant en termes de coût de calcul, que de précision des
résultats.

Nous avons cependant constaté que cette nouvelle méthode reste un peu lente dans le cas de
238U, probablement à cause de l’étroitesse des résonances. L’utilisation d’un algorithme OS améliore
nettement le temps de calcul grâce à la possibilité de découper l’intervalle total en sous-intervalles
avec chacun un pas d’échantillonnage propre. Il est donc raisonnable de supposer que nous pour-
rions accélérer les calculs de 238U en poursuivant dans cette direction, c’est-à-dire en ayant un pas
d’échantillonnage qui puisse varier librement tout au long de l’intervalle. Cela permettrait d’échan-
tillonner plus finement les abords des résonances les plus étroites et plus grossièrement les zones
situées entre deux résonances. Un outil mathématique, appelé les ondelettes, permet de faire cela : il
est formellement assez proche des transformées de Fourier puisqu’il s’agit là encore de décomposer
une fonction sur une base fonctionnelle donnée. Une piste pour améliorer les méthodes de calcul de
l’effet Doppler serait donc d’appliquer les ondelettes à ce problème.

Un autre aspect intéressant de notre méthode est le fait qu’une fois la transformée de Fourier de
r0 calculée, les calculs restants pour obtenir σT sont très rapides. Cela suggère la possibilité d’adapter
cette méthode au problème du calcul de l’élargissement Doppler en vol pour les codes de transport
Monte-Carlo à énergie continue. Au lieu de donner à ces codes des tableaux de valeurs σT(E) pour
des valeurs prédéterminées de la température T, nous pourrions seulement donner les coefficients
r̂0

(
k

N∆

)
. Avec ces coefficients, les codes neutroniques pourraient calculer rapidement σT(E) à n’im-

porte quelle température en utilisant la méthode GAIA - Fourier.

3.5 Effet Doppler pour un noyau à l’état solide ou liquide

3.5.1 Théorie

Les parties précédentes de ce chapitre traitent de la résolution de l’équation Doppler lorsque
les noyaux cibles se comportent à la façon d’un gaz parfait. Comme nous l’avons déjà mentionné,
les cibles sont en pratique dans de la matière condensée, à l’état solide ou liquide, et sont de ce
fait soumises à des liaisons chimiques qui modifient leur distribution de vitesses. Lorsque l’énergie
des neutrons incidents est très grande devant l’énergie de ces liaisons chimiques, dont l’ordre de
grandeur est la dizaine d’eV, leur influence peut être négligée et le modèle du gaz parfait décrit alors
correctement la réalité. Même lorsque l’énergie des neutrons incidents est plus faible, ce modèle peut
encore convenir dans le cas où les liaisons ne sont pas trop fortes, à condition de remplacer la vraie
température du matériel par une température effective [49].

Cependant, lorsque les liaisons chimiques sont fortes au sein du matériel cible, il a été montré
[60, 61] qu’en dessous d’une certaine énergie incidente et d’une certaine température, l’utilisation
du modèle du gaz parfait conduit à des erreurs non-négligeables sur les sections efficaces. C’est par
exemple le cas pour les oxydes d’uranium [62] jusqu’à la température ambiante. Plus la température
du matériel est faible, plus cet effet est important. Ajoutons qu’au zéro absolu, les noyaux d’un solide
ne sont pas immobiles mais ont une petite oscillation quantique autour de leur position d’équilibre,
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ce dont le modèle du gaz parfait ne peut pas rendre compte. Il est donc nécessaire d’avoir un modèle
décrivant l’impact des liaisons chimiques sur la distribution de vitesses de la cible.

Pour ce faire, Lamb [49] a étudié l’impact de l’effet Doppler sur les silhouettes de résonance W(E),
lorsque les cibles sont dans un solide. À 0 K, ces silhouettes se mettent sous la forme bien connue :

W⋆
λ,0(E⋆

tot) =
(Γ⋆

λ)
2

4
1

(E⋆
tot − E⋆

λ)
2 + 1

4 (Γ
⋆
λ)

2
(3.82)

l’exposant ⋆ indiquant que les quantités sont prises dans le référentiel de centre de masse. Les quan-
tités correspondantes dans le référentiel du laboratoire seront écrites sans cet exposant. E⋆

λ et Γ⋆
λ sont

deux paramètres indépendants de l’énergie, respectivement l’énergie et la largeur d’une résonance
λ. E⋆

tot est l’énergie cinétique totale du système dans le référentiel de centre de masse. W⋆
λ,0(E⋆

tot) est
proportionnelle au taux de réaction entre le flux de neutrons incidents et les noyaux cibles, autour
de la résonance unique λ. Comme cela a été écrit au début du chapitre 2, l’énergie cinétique E du
neutron incident dans le référentiel du laboratoire est :

E =
M + m

M
E⋆

tot (3.83)

avec m et M respectivement la masse du neutron incident et celle d’un noyau cible. En choisissant de
poser :

Eλ =
M + m

M
E⋆

λ et Γλ =
M + m

M
Γ⋆

λ (3.84)

nous pouvons exprimer la silhouette dans le référentiel du laboratoire :

Wλ,0(E) =
(Γλ)

2

4
1

(E − Eλ)2 + 1
4 (Γλ)2

(3.85)

Nous avons évidemment l’invariabilité du taux de réaction par changement de référentiel :

Wλ,0(E) = W⋆
λ,0(E⋆

tot) (3.86)

Dans le cas où le neutron incident est absorbé par le noyau cible, le noyau composé formé par cette
réaction a une énergie de recul R dans le référentiel du laboratoire. Si l’on suppose que la masse du
noyau composé est environ m + M, alors

R =
m

m + M
E (3.87)

Il vient immédiatement que E⋆
tot = E − R, ce qui permet d’exprimer W⋆

λ,0 en fonction de E :

W⋆
λ,0(E⋆

tot) = W⋆
λ,0(E − R) =

(Γ⋆
λ)

2

4
1

(E − R − E⋆
λ)

2 + 1
4 (Γ

⋆
λ)

2
(3.88)

Écrite sous cette forme, cette relation s’interprète simplement : l’énergie dont dispose le noyau com-
posé pour s’exciter est l’énergie cinétique apportée par le neutron diminuée de l’énergie cinétique
dépensée pour le recul du noyau composé.

Nelkin et Parks [63] ont introduit une fonction ST(
−→p , ω), qui contient toute l’information sur

la dynamique des collisions avec les noyaux cibles, pour décrire l’effet Doppler sur la silhouette
W⋆

λ,0. Cette fonction dépend de la quantité de mouvement du neutron incident −→p = m−→v et de ω,
la différence d’énergie entre l’état initial de la réaction nucléaire (énergie E) et l’état intermédiaire
(le noyau composé, qui dispose de l’énergie Er − R). La silhouette à la température T exprimée en
fonction de l’énergie E du neutron dans le laboratoire est alors :

Wλ,T(E) =
∫ +∞

−∞
W⋆

λ,0(E − ω)ST(
−→p , ω) dω (3.89)
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Or nous avons vu que W⋆
λ,0(E′ − R) = Wλ,0(E′) pour toute énergie E′. Donc W⋆

λ,0(E − ω) = Wλ,0(E +
R − ω). Cela nous permet d’exprimer l’effet Doppler sur la silhouette avec tous les paramètres de
résonance définis dans le référentiel du laboratoire :

Wλ,T(E) =
∫ +∞

−∞
Wλ,0(E + R − ω)ST(

−→p , ω) dω (3.90)

Selon le formalisme SLBW, qui a été décrit dans la partie 1.12.1, la section de capture à 0 K s’écrit
comme une combinaison linéaire de silhouettes Wλ,0(E), avec des facteurs en Γn,λΓγ,λ/k2

α. Γγ,λ est
la largeur de résonance des canaux associés à la capture, qui est indépendante de l’énergie. Γn,λ est
la largeur de résonance de la diffusion élastique, qui est environ proportionnelle à

√
E (et même

exactement pour les ondes de type s). Enfin, kα est le nombre d’onde de la paire de réactifs, qui est
lui aussi proportionnel à

√
E. La section de capture à 0 K s’exprime donc dans le formalisme SLBW

comme :
σγ,0(E) = ∑

λ

aλ√
E

Wλ,0(E) (3.91)

où les aλ sont des coefficients à peu près constants en fonction de l’énergie. Pour la section de capture
radiative, la linéarité de l’équation 3.90 implique donc que :

√
E σT(E) =

∫ +∞

−∞

√
E + R − ω σ0(E + R − ω)ST(

−→p , ω)dω (3.92)

Notons que cette équation implique que σT(E) dépend a priori de la direction de −→v (via −→p ) et plus
seulement de sa norme. En effectuant le changement de variable Er = E + R − ω, on obtient :

√
E σT(E) =

∫ +∞

−∞

√
Er σ0(Er)ST(

−→p , E + R − Er)dEr (3.93)

Plusieurs remarques doivent être faites sur cette équation. Dans la littérature, elle est souvent écrite
sans les racines carrées de l’énergie. En effet, elle dérive de l’équation 3.90 qui a été obtenue en négli-
geant la dépendance en énergie de kα. Cela implique que

√
Er est environ égale

√
E et peut être sortie

de l’intégrale. Cependant, nous préférons laisser l’équation sous la forme ci-dessus, d’une part parce
que ST a la propriété que : ∫ +∞

−∞
ST(

−→p , ω) dω = 1 (3.94)

et donc, en laissant l’équation 3.93 sous sa forme, un taux de réaction constant de −∞ à +∞ est rigou-
reusement conservé par effet Doppler. D’autre part, comme σ0(Er) varie environ en 1/

√
Er lorsque

Er est petite, elle n’est pas dérivable en 0. En revanche,
√

Erσ(Er) l’est, ce qui rend sa transformée
de Fourier nettement plus facile à calculer, l’algorithme FFT étant très sensible à la régularité des
fonctions.

Ensuite, cette équation est a priori obtenue uniquement pour la section de capture radiative. Il
a été montré qu’elle s’appliquait également à la section de fission et donc à la section d’absorption
[64]. Naberejnev a étendu sa validité à la section totale [64]. Nous verrons dans le chapitre 4 que les
sections efficaces double-différentielles de diffusion dans un solide ou un liquide à une température
non nulle s’expriment en fonction de la fonction de diffusion ST(α, β). À un facteur e−β/2/(kT) près,
il s’agit de la même fonction que celle décrivant la dynamique de la matière dans l’équation 3.93.
Nous l’appellerons donc également fonction de diffusion, même si cette partie traite de l’absorption
des neutrons.

Le taux de réaction
√

Er σ0(Er) pouvant être prolongé par continuité pour les énergies Er né-
gatives, l’intégration sur R dans l’équation 3.93 a donc bien un sens. Cependant, il est également
possible de considérer que les sections efficaces sont nulles pour Er < 0, ce qui donne :

√
E σT(E) =

∫ +∞

0

√
Er σ0(Er)ST(

−→p , E + R − Er)dEr (3.95)
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Enfin, l’équation 3.93 s’applique quel que soit le formalisme utilisé pour reconstruire la section
efficace à 0 K et n’est pas limitée au formalisme SLBW, voir par exemple [64] qui l’utilise pour le
formalisme Reich-Moore.

On constate qu’en posant

ST(
−→p , E + R − Er) =

1
v

∫ v+vr

|v−vr |
dV

∫ 2π

0
dψV V p(V,

v2 + V2 − v2
r

2vV
, ψV) (3.96)

on retrouve bien l’équation 3.6 2, avec une distribution de vitesses des cibles, p(
−→
V ), qui n’est plus

nécessairement Maxwellienne. À titre d’illustration, dans le cas d’un gaz parfait, la fonction ST se
met sous la forme :

SGP
T (−→p , ω) =

√
α

4πE

[
e−α(

√
E+R−ω−

√
E)2 − e−α(

√
E+R−ω+

√
E)2
]

(3.97)

Dans le cas de la matière condensée, la fonction de diffusion est donnée en fonction de sa transformée
de Fourier χ(−→p , t) [63] :

ST(
−→p , ω) =

1
2π

∫ +∞

−∞
e−itωχ(−→p , t)dt (3.98)

L’équation 3.93 permet de décrire l’effet Doppler quelle que soit la distribution des vitesses des
noyaux cibles. Afin de pouvoir effectivement calculer cet effet Doppler, il faut connaître la fonction
ST associée, ou la fonction χ. Dans le cas d’un cristal, cette fonction dépend du spectre des fréquences
de vibration du cristal qui est caractérisé par la distribution f (ξ) des fréquences ξ et par ξm, la fré-
quence de vibration maximale. Si le cristal a une symétrie cubique, ce qui est le cas d’une large classe
de cristaux, alors χ(−→p , t) est indépendant de la direction des neutrons incidents, c’est-à-dire de la
direction de −→p , et s’écrit sous la forme [65] :

χ(p, t) = eR(γ(t)−γ(0)) (3.99)

Avec :

γ(t) =
∫ ξm

0

[
coth

(
ξ

2kT

)
cos(ξt) + i sin(ξt)

]
f (ξ)

dξ

ξ
(3.100)

La référence [63] suggère d’effectuer ensuite les développements en série entière de cos et de sin pour
obtenir :

χ(p, t) = exp
(
iRt − RkTe f f t2) exp

(
R

+∞

∑
n=3

xn

n!
(it)n

)
(3.101)

Avec

x2n−1 =
∫ ξm

0
ξ2n−2 f (ξ)dξ

x2n =
∫ ξm

0
ξ2n−1 coth

(
ξ

2kT

)
f (ξ)dξ

(3.102)

On a x1 =
∫ ξm

0
f (ξ)dξ = 1, et la température effective Te f f est définie par :

kTe f f =
1
2

x2 (3.103)

Afin de pouvoir calculer plus facilement la fonction de diffusion associée, un développement en
série entière de la seconde exponentielle dans l’équation 3.101 est à son tour effectué, ce qui donne
(en n’explicitant pas les coefficients αn) :

χ(p, t) = exp
(
iRt − RkTe f f t2)

[
1 +

+∞

∑
n=3

αn(it)n

]
(3.104)

2. Comme v2
r = v2 + V2 − 2vVµV , l’expression ci-dessus dépend bien de la direction de −→p .
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La transformée de Fourier se calcule alors analytiquement en utilisant les polynômes de Hermite Hn :

S(p, ω) =
1√

4πkTe f f R
exp(−ǫ2/2)

[
1 +

+∞

∑
n=3

αn

(2RkTe f f )n/2 Hn(ǫ)

]
(3.105)

Avec
ǫ =

ω − R√
2RkTe f f

(3.106)

et
Hn(x) = (−1)nex2/2 dn

dxn e−x2/2 (3.107)

On remarque que :

∀n ≥ 1,
∫ +∞

−∞
Hn(ǫ) e−ǫ2/2 dǫ =

[
(−1)n dn−1

dǫn−1 e−ǫ2/2
]+∞

−∞

(3.108)

or les dérivées de e−ǫ2/2 sont égales au produit d’un polynôme et de e−ǫ2/2 et tendent donc vers 0 en
l’infini. Nous avons donc :

∀n ≥ 1,
∫ +∞

−∞
Hn(ǫ) e−ǫ2/2 dǫ = 0 (3.109)

On en déduit aisément que si ST satisfait l’équation 3.105, alors :
∫ +∞

−∞
ST(p, ω)dω =

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ǫ2/2dǫ = 1 (3.110)

D’après l’équation 3.93, cela signifie qu’un taux de réaction constant sur R sera conservé par effet
Doppler.

Cette forme de la fonction de diffusion peut par exemple s’utiliser pour le 238U, lié dans la molé-
cule UO2, pour le 237Np, dans la molécule NpO2 [61], ainsi que pour le dioxyde d’américium AmO2
[66].

3.5.2 Implémentation dans GAIA

Nous avons implémenté dans GAIA une méthode permettant l’intégration de l’équation 3.93,
pour n’importe quelle fonction de diffusion ST(

−→p , ω) s’exprimant en fonction de χ(−→p , t) selon
l’équation 3.98. Ensuite, afin de valider cette méthode, nous l’avons appliquée sur des fonctions de
diffusion dont la forme est donnée par l’équation 3.105.

On note pour toute température T, y compris T = 0, FT le taux de réaction :

FT(E) =
√

E σT(E) (3.111)

Nous allons présenter dans cette partie une méthode pour résoudre l’équation :

FT(E) =
∫ +∞

−∞
F0(Er)ST(

−→p , E + R − Er)dEr (3.112)

Celle-ci est rigoureusement équivalente à l’équation 3.95 si l’on choisit de poser :

∀ Er < 0, F0(Er) = 0 (3.113)

Notons qu’avec ce choix, la fonction F0 n’est pas continue en 0.
L’équation 3.112 n’est pas un produit de convolution car −→p dépend de l’énergie 3 E. Cependant,

elle en est très proche, ce qui suggère d’utiliser à nouveau les transformées de Fourier pour le calcul

3. En effet : p2 = 2mE.
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de σT(E). Nous allons donc mettre en place une méthode similaire à celle que nous avons employé
dans le cas de l’effet Doppler sur un gaz parfait.

Pour s’approcher au plus des conditions de la précédente méthode, nous faisons l’hypothèse que
la fonction de diffusion ST(

−→p , ω) est négligeable lorsque ω = E + R − Er est trop éloignée de l’éner-
gie de recul R. Physiquement, cela signifie que les vitesses

−→
V des noyaux cibles, dues à l’agitation

thermique, ne deviennent pas trop élevées et donc que les énergies Er restent proches de l’énergie
cinétique E du neutron incident. Cette hypothèse semble raisonnable et on voit facilement qu’elle
est vérifiée dans notre cas d’application, où ST est donnée par l’équation 3.105. Il existe donc un
paramètre B, a priori dépendant de E, tel que :

|ω − R| ≥ B(E) ⇒ |ST(
−→p , ω)| ≪ 1 (3.114)

Nous travaillerons dans la suite avec la fonction S̃T définie par :

S̃T(
−→p , u) = ST(

−→p , u + R) (3.115)

S̃T(
−→p , u) est donc négligeable quand |u| ≥ B(E). L’équation 3.112 se récrit :

FT(E) =
∫ +∞

−∞
F0(Er) S̃T

(−→p , E − Er
)

dEr (3.116)

et l’équation 3.98 devient, en faisant le changement de variable ξ = t
2π :

S̃T(
−→p , u) =

∫ +∞

−∞
e−2iπuξ χ̃(−→p , 2πξ) dξ (3.117)

avec :
χ̃(−→p , t) = χ(−→p , t) e−iRt (3.118)

Afin d’intégrer l’équation 3.112, nous utilisons donc la transformée de Fourier F̂0 du taux de réac-
tion à 0 K. Comme dans les parties précédentes, nous supposons que σ0 est continue sur un intervalle
fini [a, b], avec a > 0, et qu’elle est nulle en dehors. Avec cette hypothèse, F0 est donc intégrable sur
R, c’est-à-dire qu’il appartient à L1(R). Cela a pour conséquences que sa transformée de Fourier F̂0
est bien définie sur R, qu’elle y est continue et qu’elle tend vers 0 en l’infini. Il est également évident
que F0 ∈ L2(R), c’est-à-dire que F0 est de carré intégrable, donc F̂0 ∈ L2(R).

La transformée de Fourier de F̂0 est F0(−E) qui est nulle en dehors de [−b, b], et nous venons de
voir que F̂0 est continue sur R et appartient à L2(R). Cela signifie que F̂0 est une fonction à bande limi-
tée [58]. Cela implique que l’on peut exprimer sa transformée de Fourier, c’est-à-dire F0, en fonction
des valeurs de F̂0 échantillonnées avec un pas constant δ ≤ 1

2b :

∀ E ∈
[−1

2δ
,

1
2δ

]
, F0(E) = δ

+∞

∑
n=−∞

F̂0 (nδ) e2iπnEδ (3.119)

Comme F0 est de carré sommable, la somme infinie ci-dessus peut être approchée par une somme
finie à N + 1 termes, pour un entier N suffisamment grand. En posant ∆ = 1

Nδ , nous avons donc :

∀ E ∈
[−N∆

2
,

N∆

2

]
, F0(E) ≈ 1

N∆

N/2

∑
n=−N/2

F̂0

( n
N∆

)
e2iπ nE

N∆ (3.120)

Cette équation signifie que F0 est approximativement égale à sa projection sur la base des fonctions
E 7→ e2iπ nE

N∆ pour −N/2 ≤ n ≤ N/2. L’erreur commise tend vers 0 quand ∆ tend vers 0 (i.e. quand N
tend vers +∞). On définit la fonction F0,∆ par :

∀ E ∈ R, F0,∆(E) =
1

N∆

N/2

∑
n=−N/2

F̂0

( n
N∆

)
e2iπ nE

N∆ (3.121)
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F0 et F0,∆ sont donc approximativement égales sur
[−N∆

2 , N∆
2

]
.

Nous avons supposé que S̃T(
−→p , u) est approximativement nulle pour u en dehors de [−B(E), B(E)],

l’équation 3.116 montre donc que FT(E) dépend uniquement des valeurs de F0(Er) pour Er entre
E − B(E) et E + B(E). Or, nous voulons calculer FT(E) seulement pour E dans l’intervalle [a, b]. Nous
pouvons donc remplacer F0 dans l’équation 3.116 par n’importe quelle fonction qui lui est égale sur
l’intervalle [a − B(a), b + B(b)], sans changer les valeurs de FT(E) pour a ≤ E ≤ b. En particulier, si
l’on choisit N suffisamment grand pour que N∆

2 soit supérieur au maximum de b + B(b) et B(a)− a,
alors nous pouvons remplacer F0 par F0,∆. Nous obtenons donc :

∀ E ∈ [a, b], FT(E) ≈ 1
N∆

N/2

∑
n=−N/2

F̂0

( n
N∆

) ∫ +∞

−∞
e2iπ nEr

N∆ S̃T
(−→p , E − Er

)
dEr (3.122)

En exprimant S̃T avec l’équation 3.117 :

∀ E ∈ [a, b], FT(E) ≈ 1
N∆

N/2

∑
n=−N/2

F̂0

( n
N∆

) ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e2iπ( n

N∆
+ξ)Er dEr e−2iπξEχ̃(−→p , 2πξ) dξ (3.123)

Or, l’intégrale intérieure est égale à un dirac :
∫ +∞

−∞
e2iπ( n

N∆
+ξ)Er dEr = δ(ξ +

n
N∆

) (3.124)

Ce qui nous permet finalement d’obtenir :

∀ E ∈ [a, b], FT(E) ≈ 1
N∆

N/2

∑
n=−N/2

F̂0

( n
N∆

)
χ̃
(−→p ,−2π

n
N∆

)
e2iπ n

N∆
E (3.125)

Puis :

σT(E) =
FT(E)√

E
(3.126)

Nous utilisons l’équation ci-dessus pour calculer σT(E). La première étape de notre méthode est
d’échantillonner F0 avec un pas ∆ et d’utiliser l’algorithme FFT pour obtenir les F̂0

( n
N∆

)
pour n de

−N/2 à N/2. Cette étape est la plus coûteuse en temps de calcul, mais elle est réalisée une seule fois
pour toutes les valeurs de E. Parce que les χ̃(−→p ,−2π n

N∆
) sont dépendants de E, nous ne pouvons

pas obtenir FT pour toutes les énergies de la grille initiale avec l’algorithme FFT inverse. Au lieu de
cela, pour chaque valeur de E, nous calculons la somme finie de l’équation 3.125 pour obtenir FT(E).

Il nous faut un pas d’échantillonnage initial, que nous noterons ∆0. Nous le définissons de façon
à ce que ∆0 soit le pas nécessaire à l’échantillonnage de χ̃ en vue d’obtenir S̃T. Il faut donc que
χ̃ soit négligeable en dehors de

[
−1
2∆0

, 1
2∆0

]
. Comme S̃T est, quant à elle, négligeable en dehors de

[−B(E), B(E)], cela implique que ∆0 soit proportionnel à B(E). La valeur initiale de N est ensuite
choisie de façon à ce que N∆0 ≥ 2(b + B(b)).

La convergence de l’algorithme est déterminée par comparaison des résultats entre deux itéra-
tions successives. Une itération correspond à un pas d’échantillonnage ∆ fixé. Si la différence relative
entre les valeurs de FT(E) obtenues à l’itération actuelle et à la précédente est supérieure à la pré-
cision souhaitée, nous passons à l’itération suivante en divisant ∆ par 2. Si les F̂0

( n
N∆

)
n’ont pas

encore été calculés pour cette nouvelle valeur du pas, F0 est échantillonnée aux valeurs manquantes
et l’algorithme FFT est utilisé. Nous stockons alors les nouveaux F̂0

( n
N∆

)
pour les calculs ultérieurs.

Comme dans le cas du gaz parfait, F0 est discontinue aux bords a et b de son domaine de défini-
tion. À nouveau, cette difficulté est contournée en prolongeant F0 sur [a − B(a), b + B(b)], c’est-à-dire
sur l’intervalle qui a une influence sur les valeurs de FT(E) pour E entre a et b. Le prolongement
est fait par une fonction linéaire de façon à ce que F0 et sa dérivée soient continues sur le nouvel
intervalle.
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On pose :

FL
0 (E) =

{
F0(a) + (E − a) dF0

dE (a) si E ≤ a
0 sinon

(3.127)

FH
0 (E) =

{
F0(b) + (E − b) dF0

dE (b) si E ≥ b
0 sinon

(3.128)

et on applique la méthode qui vient d’être décrite à la fonction FEXT
0 ≡ F0 + FL

0 + FH
0 sur l’intervalle

[a − B(a), b + B(b)]. Cela permet d’obtenir la fonction suivante :

FEXT
T (E) = FT(E) + FL

T (E) + FH
T (E) (3.129)

avec
FL

T (E) =
∫ +∞

−∞
FL

0 (Er) S̃T
(−→p , E − Er

)
dEr (3.130)

et
FH

T (E) =
∫ +∞

−∞
FH

0 (Er) S̃T
(−→p , E − Er

)
dEr (3.131)

Dans notre cas d’application, FL
T (E) et FH

T (E) peuvent être calculées analytiquement, ce qui permet
d’obtenir finalement FT(E) par soustraction. De plus, FL

T (E) devient négligeable quand E > a + B(a)
et FH

T (E) le devient également quand E < b − B(b). Finalement :

FT(E) =





FEXT
T (E)− FL

T (E) si E ≤ a + B(a)

FEXT
T (E)− FH

T (E) si E ≥ b − B(b)

FEXT
T (E) sinon

(3.132)

Enfin, pour les mêmes raisons que précédemment, nous voulons pouvoir faire varier le pas
d’échantillonnage ∆ le long de l’intervalle sur lequel F0 est non-nul. Nous avons donc adapté l’algo-
rithme Overlap-save au cas présent. Avant tout calcul, l’intervalle global est divisé en sous-intervalles
[Ep, Ep+1]. Pour chaque énergie dans le sous-intervalle p, la valeur de FT dépend uniquement des
valeurs de F0 sur

[
Ep − B(Ep), Ep+1 + B(Ep+1)

]
.

Pour le calcul de FT(E), nous commençons par déterminer le sous-intervalle p contenant E. Si cela
n’a pas déjà été fait, F0 est ensuite échantillonné sur

[
Ep − B(Ep), Ep+1 + B(Ep+1)

]
ce qui permet le

calcul des F̂0
( n

N∆

)
à l’aide de l’algorithme FFT. Nous pouvons enfin calculer FT(E) puis σT(E). Cette

façon de faire permet d’avoir un pas d’échantillonnage ∆p différent pour chaque sous-intervalle p.

Notons que la méthode que nous venons d’exposer permet de calculer σT en toute énergie E, mais
qu’elle fournit également une grille d’énergie adaptée à la description de σT. Pour le sous-intervalle
p, cette grille contient les énergies Ep + n∆p.

3.5.3 Validation

Afin de valider notre approche, nous avons besoin d’une méthode de référence. Si la fonction de
diffusion ST est exactement connue, la méthode décrite dans la partie 3.3.2 peut de nouveau être utili-
sée, en effectuant seulement quelques petites modifications sur l’implémentation du noyau Doppler
et la détermination de l’intervalle réduit d’intégration.

Nous avons réalisé nos tests sur la section de capture radiative de 238U, en utilisant des fonctions
χ sous la forme décrite par l’équation 3.101. La fonction ST est alors donnée par l’équation 3.105, ce
qui permet d’utiliser simplement la méthode de référence. Nous ne cherchons pas ici à effectuer une
modélisation physique précise de la réalité, mais seulement à démontrer la validité de notre méthode
de calcul. Nous avons donc simplement considéré les facteurs xn de l’équation 3.101 comme des
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paramètres d’entrée indépendants les uns des autres. Cela nous a permis de réaliser nos tests sans
nous préoccuper de la forme précise à donner à la distribution des fréquences de vibration dans le
solide. Du point de vue de la difficulté des calculs, cela ne change pas grand chose et nous pouvons
donc utiliser ces formes de χ pour valider notre méthode.

Les calculs des sections efficaces ont été effectués en chacun des points d’énergie de la grille four-
nie par notre méthode, jusqu’à 100 eV. Comme précédemment trois indicateurs ont été utilisés pour
comparer les résultats des calculs à la référence. L’indicateur 1 est le maximum des valeurs absolues
des différences relatives par rapport au résultat de référence sur l’ensemble des points d’énergie, l’in-
dicateur 2 est leur moyenne et l’indicateur 3 est la différence relative entre les intégrales des sections
efficaces (avec un poids en 1/E) pour notre méthode par rapport à la méthode de référence.

Premier cas

Pour commencer, nous avons effectué les calculs dans le cas où les coefficients xn sont nuls pour
n ≥ 3, c’est-à-dire :

χ(p, t) = exp
(
iRt − RkTe f f t2) (3.133)

et donc :

S(p, w) =

√
M/m

4πkTe f f E
exp(−ǫ2/2) (3.134)

Cela correspond à la limite du modèle dans le cas des faibles liaisons chimiques. On peut alors consi-
dérer que t → 0 dans χ(p, t) [49] et donc négliger les termes tn d’ordre supérieur ou égal à 3 dans
l’équation 3.101. L’équation 3.112 s’écrit alors :

σT(E) =
1
E

√
(m + M)/m

4πkTe f f

∫ +∞

−∞

√
Er σ0(Er) exp

(
− (E − Er)2

4RkTe f f

)
dEr (3.135)

Si m est suffisamment petite devant M pour que l’on puisse considérer que (m + M)/m soit environ
égale à M/m, alors l’équation ci-dessus est équivalente à l’équation 3.13, qui décrit l’effet Doppler
approché pour un gaz parfait, en remplaçant la température thermodynamique T par la température
effective Te f f . On parle de modèle du gaz parfait effectif.

Nous avons appliqué dans ce cas l’effet Doppler à la section de capture de 238U pour 50 K. D’après
la référence [65], la température effective à 50 K du cristal 238UO2 est Te f f = 110.2 K. La figure 3.14
présente les fonctions de diffusion ST(p, E + R − Er) dans ce cas pour les modèles du gaz parfait
(courbe verte) et du gaz parfait effectif (courbe bleue) lorsque l’énergie du neutron incident est E =
6.67 eV. La différence est sensible, ce qui souligne l’importance de ne pas se contenter du modèle du
gaz parfait classique pour les solides à faibles températures.

La table 3.9 présente les résultats du calcul GAIA effectué entre 10−5 et 100 eV sur 238U. Sur
cet intervalle d’énergie, la grille finale contient 17 919 points qui ont été générés en 18 s. Ce temps
de calcul est tout-à-fait raisonnable. L’indicateur 1 est légèrement au-dessus de la valeur requise de
0.1 %, mais cette erreur maximale n’est atteinte qu’en un seul point de la grille, comme nous pouvons
le voir sur la figure 3.13. De plus, les deux autres indicateurs sont largement en dessous de 0.1 %. La
méthode donne donc des résultats satisfaisants.

Deuxième cas

Nous avons ensuite voulu tester notre méthode, toujours pour le cristal UO2 à 50 K, mais avec
une représentation un peu plus réaliste. Nous avons à nouveau utilisé une fonction χ qui prend la
forme donnée par l’équation 3.101, mais avec plus de coefficients xn non nuls. Pour estimer la valeur
des xn, nous avons utilisé le spectre des fréquences de vibration du cristal UO2, qui est donné dans la
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FIGURE 3.13 – Section de capture de 238U dans le cristal UO2 à 50 K, modèle du gaz parfait effectif

TABLE 3.9 – Résultats du calcul GAIA sur 238U dans UO2 à 50 K en utilisant le modèle du gaz parfait
effectif.

Méthode Calcul GAIA (modèle du gaz parfait effectif)
Précision requise (%) 0.1

Indicateur 1 (%) 0.12
Indicateur 2 (%) 2.4 × 10−5

Indicateur 3 (%) 1.3 × 10−6

Temps de calcul 18 s

référence [65]. À l’aide des formules 3.102, une intégration rapide nous a donné les approximations
suivantes :

x3 = 4.15 × 10−4 eV2

x4 = 1.15 × 10−5 eV3

x5 = 4.03 × 10−7 eV4

x6 = 1.62 × 10−8 eV5

(3.136)

Comme nous n’avions pas accès aux valeurs de f (ξ), nous nous sommes contentés de l’approcher
par une fonction linéaire par morceau obtenue depuis un graphe. Les valeurs ci-dessus ne sont donc
que des approximations grossières, cependant notre objectif ici n’est pas de calculer précisément
les sections efficaces pour le cristal UO2 mais, plus modestement, de montrer que notre méthode
de calcul fonctionne. Ces approximations sont suffisantes pour cela. La valeur de la température
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effective étant donnée, nous prenons :

x2 = 2kTe f f avec Te f f = 110.2 K (3.137)

Comme x5, x6 et les xn suivants sont très petits, nous considérons que les xn sont nuls pour n ≥ 5,
comme cela a été fait dans [63]. Nous supposons de plus que t reste faible et nous effectuons donc un
développement limité de la deuxième intégrale apparaissant dans χ(p, t) en nous limitant à l’ordre
6. Finalement, nous prenons donc la fonction χ définie par :

χ(p, t) = exp
(
iRt − RkTe f f t2)

[
1 +

Rx3

6
(it)3 +

Rx4

24
(it)4 +

R2x2
3

72
(it)6

]
(3.138)

D’après l’équation 3.105, la fonction de diffusion correspondante est :

S(p, ω) =
1√

4πkTe f f R
exp(−ǫ2/2)

[
1 +

x3

12
√

2R(kTe f f )3/2
H3(ǫ)

+
x4

96R(kTe f f )2 H4(ǫ) +
x2

3
576R(kTe f f )3 H6(ǫ)

]
(3.139)

Le développement limité d’ordre 6 effectué pour obtenir cette forme de χ n’est en réalité acceptable
que si kTe f f est petit devant R. Cela limite la validité physique de cette forme de la fonction de
diffusion aux énergies incidentes E grande devant, environ, 2.25 eV. En effet, pour de très faibles
énergies E, S(p, ω) a une forme qui n’est clairement pas acceptable, présentant des oscillations entre
de très grandes valeurs, alternativement positives et négatives. Encore une fois, dans cette partie la
vraisemblance physique n’est pas notre priorité et nous effectuons donc nos tests entre 10−5 et 100 eV
malgré tout. La figure 3.14 montre la forme de cette fonction de diffusion ST(p, E + R − Er) (courbe
rouge) pour E = 6.67 eV, avec celles correspondant aux modèles du gaz parfait et du gaz parfait
effectif. On constate que ST devient légèrement négative à un endroit, ce qui n’est évidemment pas
un comportement correct du point de vue de la physique, car R n’est pas suffisamment grande devant
kTe f f . Cela mis à part, la principale différence avec le modèle du gaz parfait effectif est que ST n’est
plus symétrique autour de E.

Les résultats du calcul GAIA effectué entre 10−5 et 100 eV sur 238U sont présentés dans la table
3.10. La grille finale contient 24 703 points qui ont été générés en 226 s, ce qui est nettement plus long
que dans le cas du modèle du gaz parfait effectif. La méthode a en effet ici des difficultés à converger
aux faibles énergies, probablement à cause des valeurs extrêmes prises par la fonction de diffusion.
Cependant le temps de calcul reste acceptable et les valeurs des trois indicateurs montrent que la
méthode permet d’atteindre la précision requise en tout point de la grille.

TABLE 3.10 – Résultats du calcul GAIA sur 238U dans UO2 à 50 K en utilisant le modèle du cristal à
symétrie cubique.

Méthode Calcul GAIA (modèle du cristal à symétrie cubique)
Précision requise (%) 0.1

Indicateur 1 (%) 7.9 × 10−3

Indicateur 2 (%) 6.0 × 10−6

Indicateur 3 (%) 1.1 × 10−10

Temps de calcul 226 s

Afin d’illustrer les différences dues à l’utilisation des différents modèles, la figure 3.15 présente
la section de capture de 238U autour de la résonance à 6.67 eV, pour le modèle du gaz parfait simple
calculé avec la méthode de la partie 3.4 (courbe verte), le modèle du gaz parfait effectif (courbe bleue)
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FIGURE 3.14 – Fonctions de diffusion pour différents modèles dans 238U à 50 K pour E = 6.67 eV

et le modèle cristallin que nous avons présenté ici (courbe rouge). On constate que ce dernier modèle
décale légèrement le pic de résonance.

En conclusion, la méthode que nous avons présentée dans cette partie permet de calculer l’effet
Doppler dans le cas où les neutrons sont absorbés par de la matière condensée. Cette méthode est
similaire à celle qui a été développée dans la partie 3.4, ce qui montre sa généralité.

3.6 Sections efficaces définies hors du domaine des résonances résolues

Pour terminer, disons quelques mots sur le cas où l’intervalle [a, b], sur lequel la section efficace σ0
à 0 K est non-nulle, n’est pas dans le domaine des résonances résolues. Les méthodes que nous avons
présentées au cours de ce chapitre sont principalement utiles lorsque la section à 0 K varie brutale-
ment, c’est-à-dire près des résonances. En dehors du domaine des résonances résolues, cette section
est beaucoup plus lisse, ce qui justifie l’emploi de méthodes d’intégration plus simples. Si l’intervalle
[a, b] n’est pas dans le domaine résolu, il reste deux possibilités : il peut être dans le domaine des
résonances non-résolues ou dans celui du continuum. Notons que σ0 peut également être une sec-
tion complémentaire, dont l’intervalle de définition peut alors couper plusieurs domaines d’énergie.
Cependant, si les sections sont données par des fichiers évalués au format ENDF, le cas des sections
complémentaires est formellement identique à celui des sections définies dans le domaine du conti-
nuum.

3.6.1 Sections efficaces définies dans le domaine des résonances non-résolues

Commençons par le cas où la section σ0 à laquelle nous voulons appliquer l’effet Doppler a un
intervalle [a, b] de définition dans le domaine des résonances non-résolues. La première remarque
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eV

est que ce domaine correspond à des énergies élevées pour le neutron incident, il n’est donc pas
nécessaire de considérer l’influence des liaisons chimiques sur l’effet Doppler. Le modèle du gaz
parfait est alors une très bonne approximation (éventuellement avec une température effective) et
nous nous en contenterons.

Dans ce domaine d’énergie, σ0 est une fonction régulière de l’énergie sur [a, b] et nous pouvons
donc lui appliquer la méthode GAIA - Fourier décrite dans la partie 3.4 sans aucun problème. Ce-
pendant, dans notre cas, nous nous contentons de reconstruire des sections efficaces moyennées sur
des petits intervalles d’énergie (cf. partie 1.13). Étant donnés une énergie E et un intervalle de largeur
δ ≪ E, contenant beaucoup de résonances, la section moyenne à 0 K est définie par :

〈σ0〉 (E) =
1
δ

∫ E+δ/2

E−δ/2
σ0(E′) dE′ (3.140)

Lorsque la température du milieu est portée à T, nous nous intéressons de même à la moyenne de σT

autour de E :

〈σT〉 (E) =
1
δ

∫ E+δ/2

E−δ/2
σT(E′) dE′ (3.141)

En utilisant l’équation 3.11 et en inversant les intégrales, il vient :

〈σT〉 (E) =
1
δ

∫ +∞

0

√
Er σ0(Er)

∫ E+δ/2

E−δ/2

1
E′ h(E′, Er) dE′ dEr (3.142)

avec

h(E′, Er) =

√
α

4π

[
e−α(

√
E′−

√
Er)

2

− e−α(
√

E′+
√

Er)
2
]

(3.143)
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Commençons par calculer l’intégrale intérieure (sur E′). La fonction inverse variant lentement et δ
étant petit devant E, le facteur 1

E′ peut être pris égal à 1
E et sorti de l’intégrale. Ensuite, nous savons

que la fonction h(E′, Er) est négligeable dès que E′ est trop éloigné de Er, plus précisément :

E′ /∈
[(√

Er −
N√

α

)2

,
(√

Er +
N√

α

)2
]

⇒ |h(E′, Er)| ≪ 1 (3.144)

avec N = 4. E′ et Er jouent ici des rôles symétriques. Comme E′ varie entre E − δ/2 et E + δ/2, cela a
pour conséquence que le domaine d’intégration de l’intégrale extérieure (sur Er) peut être réduit de
[0,+∞] à [ared, bred] avec :

ared =

(√
E − δ/2 − N√

α

)2

et bred =

(√
E + δ/2 +

N√
α

)2

(3.145)

Nous avons donc :

〈σT〉 (E) ≈ 1
δ

∫ bred

ared

√
Er

E
σ0(Er)

∫ E+δ/2

E−δ/2
h(E′, Er) dE′ dEr (3.146)

Pour aller plus loin, il faut estimer le facteur N√
α

. Sa valeur est d’autant plus grande que T est élevée.

Si on prend une forte valeur de T, mettons 1000 K, et un noyau tel que A = 200, on a N√
α
≈ 8 × 10−2

eV1/2. Or, l’énergie E étant dans le domaine non-résolu, elle est au moins de l’ordre du keV. Nous
pouvons donc négliger N√

α
devant

√
E, mais aussi

√
E′ et

√
Er qui en sont proches. La longueur

caractéristique des variations de h(E′, Er) en fonction de E′ pour Er fixé est donc :

L(E) =
(√

Er +
N√

α

)2

−
(√

Er −
N√

α

)2

≈ 4N

√
Er

α
≈ 4N

√
E
α

(3.147)

Le facteur N√
α

est suffisamment petit devant
√

E pour que l’on puisse choisir un δ qui soit à la fois
petit par rapport à E et grand par rapport à L(E). Avec un tel δ, nous avons donc :

∫ E+δ/2

E−δ/2
h(E′, Er) dE′ ≈

∫ +∞

−∞
h(E′, Er) dE′ =

√
Er (3.148)

Ensuite :
ared ≈ E − δ/2 et bred = E + δ/2 (3.149)

Si on suppose enfin que Er
E ≈ 1, ce qui est raisonnable dans le domaine non-résolu, nous obtenons :

〈σT〉 (E) ≈ 1
δ

∫ E+δ/2

E−δ/2
σ0(Er) dEr = 〈σ0〉 (E) (3.150)

Cela montre que dans le domaine des résonances non-résolues, les sections efficaces moyennes sont
invariantes par effet Doppler. Il n’est donc pas utile de résoudre l’équation Doppler 3.11 dans ce cas.

3.6.2 Sections efficaces définies dans le domaine du continuum et sections complémen-
taires

Les fichiers évalués au format ENDF, qui sont les seuls à notre disposition actuellement, utilisent
le même formalisme pour les sections efficaces dont le domaine de définition est dans le continuum
et pour les sections complémentaires, voire pour les sections à énergie thermique (domaine en 1/v)
pour les plus anciennes évaluations. Toutes ces sections sont stockées dans le fichier MF 3 sous la
forme de tableaux (Ei, σi), où σi = σ(Ei). Entre les points de son tableau, une section efficace peut
être reconstruite à toute énergie en utilisant une loi d’interpolation fournie par le fichier.
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Ce formalisme permet de stocker des sections discontinues en rentrant des énergies égales sur
deux points adjacents. Il n’est donc pas possible d’appliquer directement la méthode GAIA - Fou-
rier, qui nécessite des sections continues, pour calculer l’effet Doppler dans ce cas. Sur un intervalle
[Ei, Ei+1] donné, avec Ei < Ei+1, les sections sont continues et nous pourrions donc envisager d’ap-
pliquer GAIA - Fourier sur chacun de ces intervalles indépendamment. Cela ne semble pas optimal
du point de vue du temps de calcul.

Néanmoins, les lois d’interpolation disponibles sont assez simples. Il y en a quatre :
– loi LINLIN : σ(E) varie linéairement en E
– loi LINLOG : ln(σ(E)) varie linéairement en E
– loi LOGLIN : σ(E) varie linéairement en ln(E)
– loi LOGLOG : ln(σ(E)) varie linéairement en ln(E)

Dans le cas de la loi LINLIN, l’équation Doppler 3.11 pour le gaz parfait admet une solution analy-
tique. Nous l’avons utilisée pour le calcul de l’effet Doppler dans cette situation. Il s’agit tout simple-
ment de l’algorithme SIGMA1 qui a été présenté dans la partie 3.2.4. Quant aux autres lois d’inter-
polation, les variations de sections efficaces associées sont suffisamment lisses pour que l’on puisse
calculer efficacement l’équation 3.11 en utilisant un algorithme d’intégration automatique classique
(cf. partie 3.3.1). Lors de l’implémentation dans GAIA, des tests ont été réalisés, mais ils n’ont que
peu d’intérêt et leurs résultats ne seront pas donnés ici.

Notons que seul le cas du gaz parfait a été traité pour ce type de sections efficaces. Cependant,
dans le continuum (qui correspond aux hautes énergies), il n’est évidemment pas utile de modéliser
l’état solide ou liquide des noyaux cibles. De plus, les principales sections concernées par la prise en
compte des liaisons chimiques (capture et fission) ne sont usuellement pas données sous forme de
sections complémentaires avant le domaine du continuum.
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Chapitre 4

Sections efficaces différentielles

Considérons un flux de F particules par unités de surface et de temps arrivant sur Nc noyaux
cibles avec une énergie E. Un certain nombre de ces particules incidentes va réagir avec les cibles,
ce nombre étant quantifié, comme on l’a vu dans le chapitre 1, par la section efficace associée à la
réaction correspondante. On peut souhaiter disposer d’une information plus précise et se demander
combien parmi ces réactions vont envoyer un produit dans une zone angulaire dΩ autour d’un angle
solide Ω. La section efficace différentielle angulaire dσ

dΩ
(E, Ω) permet de mesurer ce nombre par unité

de temps, que nous notons dn. Nous rappelons ici sa définition, donnée par la relation 1.3 :

dn = F Nc
dσ

dΩ
(E, Ω) dΩ (4.1)

De la même façon, on peut définir une section efficace double-différentielle d2σ
dΩdE′ (E, E′, Ω) permettant

de mesurer le nombre d2n de réactions par unité de temps dont un produit sera envoyé dans la zone
angulaire dΩ, avec une énergie comprise entre E′ et E′ + dE′ :

d2n = F Nc
d2σ

dΩdE′ (E, E′, Ω) dΩ dE′ (4.2)

Pour ce qui est des unités, σ s’exprime en b, Ω en sr, F en b−1.s−1, E′ en eV, dn et d2n en s−1 et Nc

est sans dimension. Pour éviter toute confusion, on appellera section efficace primaire la section non-
différentielle σ(E). Cette section ne dépend ni de l’angle solide Ω dans lequel est émis le produit, ni de
son énergie d’émission E′. Les symboles d

dx apparaissant dans les notations des sections différentielles
ne sont donc pas des dérivées au sens mathématique du terme, mais ces notations sont cependant
justifiées par les relations reliant section primaire et sections différentielles :

σ(E) =
∫ dσ

dΩ
(E, Ω) dΩ (4.3)

σ(E) =
∫ ∫ d2σ

dΩdE′ (E, E′, Ω) dΩ dE′ (4.4)

Les intégrales portent sur l’ensemble des angles et énergies d’émission accessibles.

4.1 Sections efficaces différentielles à 0 K

4.1.1 Théorie

Formule de Blatt et Biedenharn

Blatt et Biedenharn ont développé une méthode permettant le calcul des sections efficaces diffé-
rentielles angulaires à partir des éléments de la matrice de collision U [67] et donc des paramètres
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de la matrice R. Pour ce faire, on considère la réaction nucléaire a + X −→ b + Y, où une particule
incidente a (un neutron dans le cas qui nous intéresse) interagit avec un noyau X pour former une
particule b et un noyau Y. La paire de particules initiale α est donc (a, X) et la paire finale α′ est (b, Y).
On se place dans le référentiel du centre de masse et on note avec l’exposant ⋆ les quantités dans ce
référentiel. La particule a a une énergie incidente E⋆ et la particule b est émise avec un angle θ⋆ par
rapport à la direction de a. L’angle solide correspondant est noté Ω⋆.

Dans le chapitre 1, nous avons montré que cette section différentielle angulaire était donnée par
l’équation 1.111, qui avait été obtenue dans le référentiel du centre de masse et qui s’écrit désormais,
avec nos nouvelles notations :

dσα,α′

dΩ⋆
(E⋆, Ω⋆) =

1
(2I1 + 1)(2I2 + 1) ∑

s,s′,ν,ν′
|Aα′s′ν′,αsν(E⋆, Ω⋆)|2 (4.5)

où Aα′s′ν′,αsν(E⋆, Ω⋆) est l’amplitude de l’onde émise avec un spin s′ et une projection ν′ du spin sur
un axe donné lorsque l’onde incidente a un spin s de projection ν. Cette quantité peut s’exprimer en
fonction des éléments de la matrice U. L’article de Blatt et Biedenharn montre comment obtenir cette
expression en utilisant les développements asymptotiques des ondes incidentes et émises. Voici sa
forme finale :

Aα′s′ν′,αsν(E⋆, Ω⋆) =

√
π

kα
∑

J
∑
l,l′

√
2l + 1 il−l′(slν0|JM)(s′l′ν′m′|JM)

(
δα′s′ l′,αsl − U⋆ J

α′s′ l′,αsl

)
Yl′

m′(Ω′)

(4.6)
où les Yl′

m′ sont les harmoniques sphériques usuelles et les (slνm|JM) sont les éléments de la matrice
de passage de la représentation (αslνm) à la représentation (αsl JM) des canaux. La somme sur l
doit respecter les règles de sélection des nombres quantiques, donc l varie entre |J − s| et J + s (de
même pour l′ qui est le moment angulaire relatif du canal de sortie). La projection de l sur l’axe de
progression de l’onde incidente est m = 0 car nous sommes dans le référentiel du centre de masse, la
projection de l′ sur ce même axe est m′. On a M = m + ν et M = m′ + ν′ donc les valeurs de M et m′

sont fixées, c’est pourquoi on ne somme pas sur ces quantités. Enfin, nous sommes dans le cas où a
est un neutron, donc il n’y a pas d’interaction de Coulomb dans la paire de réactifs (wα,l = 0).

La dépendance en énergie E⋆ de l’équation précédente est contenue dans les éléments U⋆ J
α′s′ l′,αsl qui

s’expriment en fonction de la matrice R via l’équation 1.89. L’exposant ⋆ portant sur U indique que
les paramètres E⋆

λ et γ⋆
λ,c intervenant dans sa définition doivent être exprimés dans le référentiel du

centre de masse. Nous connaissons en pratique ces paramètres dans le référentiel du laboratoire où
le noyau est ici considéré immobile, c’est-à-dire avec une température de 0 K. Comme nous l’avons
déjà indiqué dans le préambule du chapitre 2, la matrice U est inchangée si l’on passe à la fois les
paramètres Eλ et γλ,c et l’énergie du système E dans le référentiel du laboratoire :

U J
α′s′ l′,αsl(E) = U⋆ J

α′s′ l′,αsl(E⋆) (4.7)

On peut donc exprimer l’amplitude Aα′s′ν′,αsν en fonction de l’énergie cinétique E du neutron incident
dans le référentiel du laboratoire :

Aα′s′ν′,αsν(E, Ω⋆) =

√
π

kα
∑

J
∑
l,l′

√
2l + 1 il−l′(slν0|JM)(s′l′ν′m′|JM)

(
δα′s′ l′,αsl − U J

α′s′ l′,αsl

)
Yl′

m′(Ω′)

(4.8)
À partir de cette expression, il est possible d’utiliser l’équation 4.5 pour obtenir la section différentielle
sous la forme d’une somme de polynômes de Legendre. En exploitant les symétries pour simplifier
au maximum l’expression, notamment l’invariance de

dσα,α′
dΩ⋆ selon l’angle azimutal ψ, la formule finale

s’écrit [18] :
dσα,α′

dΩ⋆
(E, Ω⋆) =

∞

∑
L=0

BLαα′(E)PL
(

cos(θ⋆)
)

(4.9)
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où PL est le polynôme de Legendre de degré L et les coefficients BLαα′(E) sont donnés par la relation :

BLαα′(E) =
1

4k2
α

∑
J1,J2

∑
c1=(αl1s1 J1)

∑
c′1=(α′ l′1s′1 J1)

∑
c2=(αl2s2 J2)

∑
c′2=(α′ l′2s′2 J2)

1
(2I1 + 1)(2I2 + 1)

× C J1
l1s1l′1s′1

C J2
l2s2l′2s′2

DLJ1 J2
l1s1l′1s′1l2s2l′2s′2

Re
[
(δc1,c′1

− Uc1,c′1
)(δc2,c′2

− U∗
c2,c′2

)
]

(4.10)

Dans cette formule les sommes ∑Jk
portent sur tous les groupes de spin Jk (la parité πk associée est

implicite) pour lesquels des canaux existent. Les sommes ∑ck=(αlksk Jk)
portent sur les canaux d’entrée

ck appartenant au groupe de spin Jk : ce sont en réalité des sommes sur les lk et sk qui vérifient la
somme vectorielle Jk = lk + sk. De même pour les sommes ∑c′k=(α′ l′ks′k Jk)

, mais les c′k sont alors des
canaux de sortie. U∗

c2,c′2
est une notation qui désigne le complexe conjugué de Uc2,c′2

. Enfin les facteurs

géométriques C Jk
lksk l′ks′k

et DLJ1 J2
l1s1l′1s′1l2s2l′2s′2

ne dépendent pas du type de particules en jeu et sont donnés
par les relations suivantes :

C Jk
lksk l′ks′k

=
√
(2lk + 1)(2l′k + 1) (2Jk + 1) ∆(l1 J1s1) ∆(l′1 J1s′1) (4.11)

DLJ1 J2
l1s1l′1s′1l2s2l′2s′2

= (2L + 1)∆2(J1 J2L) ∆2(l1l2L) ∆2(l′1l′2L) w(l1 J1l2 J2; s1L) w(l′1 J1l′2 J2; s′1L)

× δs1,s2 δs′1,s′2
(−1)s1−s′1

n!(−1)n

(n − l1)! (n − l2)! (n − L)!
n′!(−1)n′

(n′ − l′1)! (n
′ − l′2)! (n′ − L)!

(4.12)

Les entiers n et n′ sont définis par :

2n = L + l1 + l2 et 2n′ = L + l′1 + l′2 (4.13)

Cela implique que les deux entiers L + l1 + l2 et L + l′1 + l′2 doivent être pairs. Si ce n’est pas le cas,
D est nul. Le terme ∆(abc) contient une règle de sélection implicite sur les 3 nombres a, b et c : si
la somme vectorielle a = b + c n’est pas satisfaite alors ∆(abc) = 0. Cette somme est satisfaite si et
seulement si a est du même type (entier ou demi-entier) que b + c et |b − c| ≤ a ≤ b + c. Si la somme
vectorielle est satisfaite, alors :

∆2(abc) =
(a + b − c)! (a − b + c)! (−a + b + c)!

(a + b + c + 1)!
(4.14)

Enfin la quantité w est définie par :

w(l1 J1l2 J2; s1L) =
kmax

∑
k=kmin

(−1)k+l1+J1+l2+J2(k + 1)!(
k − (l1 + J1 + s1)

)
!
(
k − (l2 + J2 + s1)

)
!

× 1(
k − (l1 + l2 + L)

)
!
(
k − (J1 + J2 + L)

)
!

× 1(
l1 + J1 + l2 + J2 − k

)
!
(
l1 + J2 + s1 + L − k

)
!
(
l2 + J1 + s1 + L − k

)
!

(4.15)

Les bornes kmin et kmax sont prises de façon à ce qu’aucun argument entrant dans une factorielle ne
soit négatif. C’est-à-dire que l’on pose :

kmin = max {(l1 + J1 + s1), (l2 + J2 + s1), (l1 + l2 + L), (J1 + J2 + L)}
kmax = min {(l1 + J1 + l2 + J2), (l1 + J2 + s1 + L), (l2 + J1 + s1 + L)} (4.16)

La somme sur L intervenant dans le développement en polynômes de Legendre (équation 4.9)
s’étend en théorie de zéro à l’infini. Cependant grâce aux règles de sélection, les termes BLαα′ s’an-
nulent rapidement. En effet, D = 0 si une des sommes vectorielles L = l1 + l2 ou L = J1 + J2 n’est pas
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satisfaite, cela implique que pour avoir D 6= 0 il faut que L ≤ l1 + l2 et L ≤ J1 + J2. Si on note lmax et
Jmax les plus grandes valeurs de l et J, respectivement, pour lesquelles des canaux sont définis, alors
les termes BLαα′ sont nuls pour L > Lmax où Lmax = min{2Jmax, 2lmax}.

À l’aide de la théorie de la matrice R, nous pouvons ensuite exprimer U en fonction des para-
mètres Eλ et γλ,c. Blatt et Biedenharn donnent ensuite une version très simplifiée de cette formule
pour le cas d’une résonance unique. Lustig [68] généralise légèrement cette approche notamment
en considérant un déphasage φc qui peut être une fonction quelconque et pas seulement du type
déphasage de diffusion sur sphère dure.

L’équation 4.9 donne la section efficace différentielle angulaire en fonction de l’angle θ⋆ de la
particule émise dans le référentiel du centre de masse. Pour qu’elle soit totalement utile en pratique,
il nous reste à exprimer cet angle en fonction de θ, l’angle dans le référentiel du laboratoire, où le
noyau est fixe, qui sera celui observé expérimentalement. Après quelques calculs, on trouve cette
relation en fonction des masses m de la particule a, M du noyau cible X, m3 de la particule b et m4 du
noyau produit Y :

cos (θ⋆) =
−√

mm3

m + M

√
E
E⋆

3
sin2(θ) + cos(θ)

√
1 − mm3

(m + M)2
E
E⋆

3
sin2(θ) (4.17)

où E⋆
3 est l’énergie cinétique de b, qui est donnée en fonction du gain d’énergie Q de la réaction dans

le référentiel du centre de masse (cf. équation 2.25) :

E⋆
3 =

m4

m3 + m4

(
M

m + M
E + Q

)
(4.18)

Enfin, on passe de dσ
dΩ⋆ à dσ

dΩ
en utilisant le jacobien dΩ⋆

dΩ
qui se calcule en différenciant l’équation

précédente :

dΩ⋆

dΩ
=

d cos(θ⋆)
d cos(θ)

=
2
√

mm3

m + M

√
E
E⋆

3
cos(θ) +

1 + mm3
(m+M)2

E
E⋆

3
cos(2θ)

√
1 − mm3

(m+M)2
E
E⋆

3
sin2(θ)

(4.19)

La section efficace dans le référentiel du laboratoire pour un noyau fixe, à 0 K, est finalement :

dσα,α′

dΩ
(E, cos θ) =

d cos(θ⋆)
d cos(θ)

dσα,α′

dΩ⋆
(E, cos θ⋆) (4.20)

Format ENDF

Avec les formules que nous venons d’introduire, il est en théorie possible de calculer, dans le
domaine résolu, les sections efficaces différentielles à 0 K en fonction des paramètres de résonances
donnés dans le fichier MF 2 des évaluations au format ENDF. En revanche, dans le domaine non-
résolu, nous ne disposons que des paramètres moyens, ce qui ne permet pas de réaliser ce calcul.
En pratique, même dans le domaine résolu, les cas d’applications de ce calcul sont restreints aux
formalismes LRU = 1 et LRF = 7 (R-Matrix Limited), et LRU = 1 et LRF = 3 ("Reich-Moore") du format
ENDF. Dans ce dernier cas, l’évaluateur doit avoir explicitement indiqué que les paramètres sont
suffisamment précis pour cela.

Si le formalisme utilisé dans le fichier MF 2 permet le calcul des sections différentielles angulaires
à partir des paramètres de résonance, nous ne pouvons évidemment obtenir ces sections que pour les
réactions traitées avec la matrice R. Dans le cas du formalisme LRF = 3, il y en a trois : la diffusion élas-
tique, la fission et la capture radiative. Comme ce formalisme utilise l’approximation Reich-Moore,
les paramètres de résonance pour la capture correspondent à une somme sur tous les canaux conte-
nant un photon. Ces paramètres ne peuvent donc pas être utilisés dans l’équation 4.10. Dans le cas
de la fission, nous avons vu dans la partie 1.10 que les paramètres de résonance correspondent non
pas à des canaux de sortie décrivant physiquement une paire de produits, mais à des "canaux de col"
décrivant un état transitoire avant la séparation effective du noyau en deux fragments. Comme ces
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"canaux de col" ne dépendent pas du type de fragments formés (ni donc de leurs distributions angu-
laires), les paramètres associés ne permettent pas d’obtenir des sections différentielles. Finalement,
le formalisme LRF = 3 ne permet de calculer que la section efficace différentielle de diffusion élas-
tique. Les mêmes restrictions s’appliquent au formalisme LRF = 7 pour la fission et, si nous utilisons
l’approximation Reich-Moore, pour la capture radiative.

Afin de pouvoir néanmoins disposer de sections différentielles, d’une part pour les réactions non
traitées par les formalismes LRF = 3 ou 7 et, d’autre part, en dehors des intervalles d’énergie cou-
verts par ces formalismes, le format ENDF fournit deux fichiers, nommés MF 4 et MF 6. Le fichier
MF 4 contient les distributions angulaires f (E, µ). La quantité f (E, µ) dµ est définie comme étant la
probabilité qu’une particule incidente d’énergie E produise après réaction une particule émise dans
l’intervalle dµ autour d’un angle θ, avec µ = cos θ. f (E, µ) étant une densité de probabilité, on a :

∫ 1

−1
f (E, µ)dµ = 1 (4.21)

Une variation infinitésimale d’angle solide s’écrit dΩ = dµdψ et les sections différentielles angulaires
sont invariantes par rotation azimutale. La relation entre section efficace différentielle et section effi-
cace primaire est donc :

2π
∫ 1

−1

dσ

dµ
(E, µ)dµ = σ(E) (4.22)

L’expression des distributions angulaires est donc :

f (E, µ) =
2π

σ(E)
dσ

dµ
(E, µ) (4.23)

D’après l’équation 4.9, il existe donc un ensemble de coefficients aL tels que :

f (E, µ) = ∑
L

2L + 1
2

aL(E)PL(µ) (4.24)

Le fichier MF 4 fournit soit ces coefficients aL, sous la forme d’une table en fonction de l’énergie, soit
directement les distributions f (E, µ), sous la forme d’une double table en fonction de E et de µ.

Pour les cas où les variations en énergie et en angle de la section efficace sont couplées, le ma-
nuel ENDF recommande d’utiliser le fichier MF 6 au lieu du MF 4. Ce nouveau fichier contient des
distributions croisées angle-énergie f (E, E′, µ). Leur définition est analogue à celle des distributions
angulaires : f (E, E′, µ) dE′dµ est la probabilité qu’une particule incidente d’énergie E produise une
particule émise avec l’énergie E′ dans la zone dµ autour de l’angle θ. Intégrer f (E, E′, µ) sur toutes les
énergies E′ accessibles donne f (E, µ) et par suite dσ

dµ . L’utilisation directe de f (E, E′, µ) donne quant à

elle accès aux sections double-différentielles d2σ
dE′dµ à 0 K.

4.1.2 Implémentation dans GAIA

Dans GAIA, nous avons créé une classe d’objets appelée DIFFERENTIALXSRANGE pour réaliser
le calcul des sections différentielles angulaires pour une énergie incidente et un angle d’émission
donnés. L’angle de la particule émise peut être spécifié, au choix, dans le référentiel du laboratoire
ou dans celui du centre de masse. La classe DIFFERENTIALXSRANGE est abstraite, ce qui signifie
qu’elle contient une structure permettant de créer des classes dérivées dans lesquelles le calcul des
sections efficaces différentielles sera effectivement implémenté.

La première de ces classes dérivées est nommée DIFFERENTIALXSRANGE_ANGULARDIST et
permet le calcul des sections différentielles angulaires à partir des distributions angulaires contenues
dans les fichers MF 4 et MF 6 du format ENDF. Dans le cas de MF 6, il faut intégrer sur l’énergie de
la particule émise pour obtenir ces distributions angulaires.
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Nous avons implémenté la reconstruction des sections efficaces différentielles angulaires à partir
des paramètres de la matrice R dans les objets d’une autre classe dérivée que nous avons appelée
DIFFERENTIALXSRANGE_RMATRIX. Pour cela, nous avons utilisé la formule de Blatt et Bieden-
harn (équation 4.10). Les sections différentielles s’obtiennent donc en fonction des éléments de la ma-
trice de collision U. Comme pour la reconstruction des sections primaires, ces éléments sont calculés
par les objets de la classe SPINGROUP, qui a été présentée dans la partie 2.2. Cela nous permet de
traiter avec le même objet les cas où les paramètres sont donnés avec les formalismes de ENDF LRF
= 3 et LRF = 7 (dans ce dernier cas, avec approximation Reich-Moore ou non). Un objet DIFFEREN-
TIALXSRANGE_RMATRIX contient plusieurs objets SPINGROUP, un pour chacune des valeurs Jπ

pour lesquelles des paramètres sont définis. Comme nous l’avons déjà mentionné dans la partie 2.2,
les différents canaux ouverts sont représentés par des objets de la classe CHANNEL, qui sont conte-
nus dans les objets SPINGROUP, et qui contiennent à leur tour des objets PARTICLEPAIR permettant
de décrire les paires de particules mises en jeu.

Enfin, de manière similaire à ce que nous avons fait pour les sections primaires, nous avons créé
une classe DIFFERENTIAL_CROSS_SECTIONS pour contenir tous les DIFFERENTIALXSRANGE
correspondant aux sections différentielles angulaires pour les différents domaines d’énergie et les
différentes réactions.

4.1.3 Validation

Afin de valider notre implémentation du calcul des sections efficaces différentielles angulaires à
partir des paramètres de la matrice R, nous avons comparé les résultats de GAIA à ceux de NJOY 2012
pour les trois évaluations utilisant le nouveau formalisme LRU = 1 et LRF = 7 dont nous disposons.
Il s’agit de l’évaluation du 35Cl de la bibliothèque ENDF/B.VII.1 et de celles du 56Fe et du 16O que
nous a fournies Luiz Leal. Avec NJOY 2012, les sections différentielles ont été reconstruites à partir
des distributions angulaires fournies dans les fichiers MF 4 ou MF 6. Comme nous ne possédons pas
la licence pour NJOY 2012, nous avons à nouveau utilisé les résultats obtenus par Luiz Leal qui a
calculé les sections efficaces différentielles avec ce code, pour une précision demandée de 0.1 %.

Dans chaque cas les sections efficaces différentielles angulaires ont été calculées dans le référentiel
du laboratoire, sur tout l’intervalle d’énergie et pour sept angles différents : θ = 0◦, 30◦, 60◦, 90◦, 120◦,
150◦ et 180◦. Tous ces angles sont définis dans le référentiel du laboratoire. Pour pouvoir comparer
nos résultats à ceux obtenus par NJOY 2012, nous avons utilisé trois indicateurs, semblables à ceux
décrits dans la partie 2.5 1.

Cas du 56Fe : Dans cette évaluation, trois réactions sont traitées en utilisant la matrice R : la dif-
fusion élastique, la première diffusion inélastique et la capture radiative. Comme l’approximation
Reich-Moore est appliquée, on ne peut pas calculer la section efficace différentielle angulaire de la
capture à l’aide des paramètres de résonance fournis. GAIA n’a donc été utilisé que pour les sections
différentielles de diffusions élastique et inélastique (sur le premier niveau excité).

La table 4.1 montre les valeurs des trois indicateurs dans les cas de ces deux réactions, pour cha-
cune des valeurs prises par l’angle d’émission. Comme nous pouvons le constater, ces résultats sont
très satisfaisants, les indicateurs ayant des valeurs proches de zéro. Seul l’indicateur 1 dépasse légère-
ment le seuil de 0.1 % et ce, dans le seul cas de l’angle d’émission de 180◦ pour la diffusion élastique.

1. Pour rappel, l’indicateur 1 est le maximum sur toutes les énergies des valeurs absolues des différences relatives entre
les sections différentielles calculées avec les deux codes, pour un angle et une réaction fixés. L’indicateur 2 est la moyenne
relativement à l’énergie de ces valeurs absolues. Enfin l’indicateur 3 porte sur les sections intégrées : c’est la différence
relative entre les intégrales sur l’énergie des sections différentielles pondérées par un flux φ(E) = 1/E, c’est–à-dire la

différence relative entre dσGAIA
INT
dµ et dσNJOY

INT
dµ , avec :

dσINT

dµ
=
∫ dσ

dµ

1
E

dE/
∫ 1

E
dE (4.25)
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La section efficace différentielle en fonction de l’énergie est tracée pour ce cas sur la figure 4.1 : on
voit que l’erreur maximale ne dépasse en réalité le seuil de 0.1 % qu’en un seul point d’énergie, qui
correspond de plus à une section très faible (inférieure à 10−7 b.rad−1). Nous pouvons donc conclure
que, dans le cas du 56Fe, l’approche de GAIA est validée.

TABLE 4.1 – Résultats des comparaisons GAIA / NJOY 2012 pour les sections efficaces différentielles
à 0 K du 56Fe

Réaction et angle Indicateur 1 Indicateur 2 Indicateur 3

Élastique, θ = 0◦ 1.3 × 10−2 % 1.6 × 10−5 % 5.5 × 10−6 %
Élastique, θ = 30◦ 3.2 × 10−3 % 1.4 × 10−5 % 5.6 × 10−6 %
Élastique, θ = 60◦ 2.3 × 10−3 % 1.4 × 10−5 % 5.8 × 10−6 %
Élastique, θ = 90◦ 1.7 × 10−3 % 1.5 × 10−5 % 5.9 × 10−6 %
Élastique, θ = 120◦ 1.7 × 10−3 % 1.3 × 10−5 % 5.9 × 10−6 %
Élastique, θ = 150◦ 2.7 × 10−3 % 1.3 × 10−5 % 6.0 × 10−6 %
Élastique, θ = 180◦ 0.35 % 2.8 × 10−5 % 6.0 × 10−6 %
Inélastique, θ = 0◦ 2.7 × 10−3 % 2.2 × 10−5 % 6.3 × 10−6 %
Inélastique, θ = 30◦ 1.5 × 10−4 % 1.3 × 10−5 % 7.0 × 10−6 %
Inélastique, θ = 60◦ 5.9 × 10−5 % 1.1 × 10−5 % 6.9 × 10−6 %
Inélastique, θ = 90◦ 1.9 × 10−4 % 1.1 × 10−5 % 6.4 × 10−6 %

Inélastique, θ = 120◦ 6.2 × 10−4 % 1.1 × 10−5 % 6.3 × 10−6 %
Inélastique, θ = 150◦ 6.7 × 10−4 % 1.3 × 10−5 % 6.4 × 10−6 %
Inélastique, θ = 180◦ 3.9 × 10−3 % 2.4 × 10−5 % 6.5 × 10−6 %

Cas du 16O : Ici, outre la diffusion élastique et la capture radiative, la réaction d’émission d’une
particule α est traitée par la matrice R. Il s’agit de la réaction d’émission qui laisse le noyau résiduel
sur son état stable : on la note (n,α). À nouveau, l’évaluation utilise l’approximation Reich-Moore
et le calcul des sections efficaces différentielles angulaires par GAIA ne sera effectué que pour les
réactions de diffusion élastique et d’émission de α.

Après un premier calcul, la section différentielle (n,α) était légèrement différente pour GAIA et
NJOY 2012, avec un indicateur 2 de l’ordre de 10−2 %. La partie gauche de la figure 4.2 montre les sec-
tions différentielles que nous avions obtenues, ainsi que leur différence relative. Après investigations,
nous nous sommes aperçu que le fichier ENDF contenait deux valeurs légèrement différentes pour la
valeur de Q associée à cette réaction. Nous avons donc modifié ce fichier pour que les deux valeurs
soient identiques, avant de relancer les calculs. La partie droite de la figure 4.2 montre les sections
alors obtenues et leur différence relative. Il est net que cette manipulation a supprimé la principale
cause de différence entre GAIA et NJOY 2012. Encore une fois, cela montre que le format ENDF, et sa
stratégie de redondance de l’information, nécessite une sérieuse modernisation.

La table 4.2 présente les résultats, pour les trois indicateurs, obtenus en utilisant le fichier ENDF
modifié. L’accord entre les deux codes est alors très bon pour la réaction (n,α). Dans le cas de la
diffusion élastique, l’indicateur 1 est légèrement trop élevé, mais un examen attentif des données
montre que la valeur maximale n’est atteinte qu’en quelques points isolés et qu’elle n’est donc pas
significative. De plus, les valeurs des deux autre indicateurs sont, quant à elles, très faibles. On peut
donc considérer que GAIA permet de retrouver les sections différentielles de 16O avec une précision
satisfaisante.

Cas du 35Cl : Nous terminons par le 35Cl, pour lequel les sections efficaces différentielles ont été
calculées avec GAIA pour la diffusion élastique et la réaction d’émission d’un proton (n,p) (qui laisse
le noyau résiduel sur son état stable). Comme dans les deux cas précédents, la capture radiative est
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FIGURE 4.1 – Section efficace différentielle élastique à 0 K du 56Fe pour θ = 180◦, reconstruite par
GAIA et NJOY 2012

TABLE 4.2 – Résultats des comparaisons GAIA / NJOY 2012 pour les sections efficaces différentielles
à 0 K du 16O, après modification de la valeur de Q

Réaction et angle Indicateur 1 Indicateur 2 Indicateur 3

Élastique, θ = 0◦ 2.0 × 10−2 % 2.0 × 10−5 % 6.3 × 10−7 %
Élastique, θ = 30◦ 2.0 × 10−2 % 2.0 × 10−5 % 5.3 × 10−7 %
Élastique, θ = 60◦ 2.6 × 10−2 % 2.2 × 10−5 % 2.5 × 10−7 %
Élastique, θ = 90◦ 2.4 × 10−2 % 1.9 × 10−5 % 1.4 × 10−7 %
Élastique, θ = 120◦ 4.8 × 10−3 % 1.6 × 10−5 % 3.5 × 10−7 %
Élastique, θ = 150◦ 3.3 × 10−2 % 2.4 × 10−5 % 5.6 × 10−7 %
Élastique, θ = 180◦ 0.12 % 6.8 × 10−5 % 6.3 × 10−7 %

(n,α), θ = 0◦ 4.1 × 10−3 % 2.7 × 10−5 % 1.1 × 10−5 %
(n,α), θ = 30◦ 2.1 × 10−4 % 2.1 × 10−5 % 1.1 × 10−5 %
(n,α), θ = 60◦ 2.3 × 10−4 % 1.9 × 10−5 % 9.4 × 10−6 %
(n,α), θ = 90◦ 2.1 × 10−4 % 1.8 × 10−5 % 1.4 × 10−5 %
(n,α), θ = 120◦ 2.1 × 10−4 % 1.6 × 10−5 % 1.1 × 10−5 %
(n,α), θ = 150◦ 2.1 × 10−4 % 1.7 × 10−5 % 9.8 × 10−6 %
(n,α), θ = 180◦ 2.2 × 10−2 % 4.2 × 10−5 % 1.0 × 10−5 %
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FIGURE 4.2 – Section efficace différentielle (n,α) à 0 K du 16O pour θ = 60◦, reconstruite par GAIA et
NJOY 2012, à gauche avec les valeurs de Q originelles et à droite avec les valeurs homogénéisées.

traitée par la matrice R, mais avec l’approximation Reich-Moore, ce qui interdit de calculer la section
différentielle correspondante à partir des paramètres de résonance.

Les valeurs des trois indicateurs sont donnés dans la table 4.3. On voit que l’accord entre GAIA et
NJOY 2012 est tout-à-fait correct pour la diffusion élastique, mais qu’il est nettement moins bon pour
la réaction (n,p). L’indicateur 1 est en effet très proche de 0.1 % dans tous les cas et excède le seuil
dans 6 cas sur 7. Nous avons tracé la section différentielle (n,p) pour un angle de 120◦ sur la figure 4.3.
On y voit que l’accord entre GAIA et NJOY 2012 se dégrade à partir d’environ 5 × 105 eV. Cela étant,
les sections différentielles en jeu sont faibles et, de plus, les deux autres indicateurs ont des valeurs
satisfaisantes, surtout le troisième. On peut donc penser qu’en pratique la différence entre les deux
codes sera très peu sensible. On peut imaginer que les distributions angulaires de cette évaluations
ont été mesurées indépendamment des sections primaires, et qu’elles n’ont donc pas été générées à
partir des paramètres de la matrice R. Cela permettrait d’expliquer le faible écart que l’on observe.

Nous pouvons donc considérer que les tests du calcul dans GAIA des sections efficaces différen-
tielles angulaires à partir des paramètres de résonance sont satisfaisants.
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TABLE 4.3 – Résultats des comparaisons GAIA / NJOY 2012 pour les sections efficaces différentielles
à 0 K du 35Cl

Réaction et angle Indicateur 1 Indicateur 2 Indicateur 3

Élastique, θ = 0◦ 1.1 × 10−4 % 2.0 × 10−5 % 6.6 × 10−6 %
Élastique, θ = 30◦ 1.1 × 10−5 % 2.0 × 10−5 % 5.4 × 10−6 %
Élastique, θ = 60◦ 1.4 × 10−5 % 2.1 × 10−5 % 2.6 × 10−6 %
Élastique, θ = 90◦ 1.2 × 10−5 % 1.9 × 10−5 % 1.5 × 10−6 %
Élastique, θ = 120◦ 7.2 × 10−5 % 1.7 × 10−5 % 3.5 × 10−6 %
Élastique, θ = 150◦ 1.8 × 10−5 % 2.3 × 10−5 % 5.6 × 10−6 %
Élastique, θ = 180◦ 5.0 × 10−5 % 5.0 × 10−5 % 6.4 × 10−6 %

(n,p), θ = 0◦ 0.11 % 1.6 × 10−2 % 7.1 × 10−6 %
(n,p), θ = 30◦ 0.12 % 1.7 × 10−2 % 7.2 × 10−6 %
(n,p), θ = 60◦ 0.17 % 2.1 × 10−2 % 7.2 × 10−6 %
(n,p), θ = 90◦ 4.0 × 10−2 % 2.9 × 10−3 % 7.3 × 10−6 %
(n,p), θ = 120◦ 0.17 % 2.0 × 10−2 % 7.4 × 10−6 %
(n,p), θ = 150◦ 0.12 % 1.6 × 10−2 % 7.5 × 10−6 %
(n,p), θ = 180◦ 0.11 % 1.5 × 10−2 % 7.5 × 10−6 %
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FIGURE 4.3 – Section efficace différentielle (n,p) à 0 K du 35Cl pour θ = 120◦, reconstruite par GAIA
et NJOY 2012
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4.2 Effet Doppler sur les sections différentielles

4.2.1 Noyau de transfert

Équation générale

Lors de la diffusion de neutrons incidents d’énergie E sur des noyaux cibles immobiles, le nombre
de neutrons émis avec une énergie E′, à dE′ près, dans l’angle solide dΩ autour de Ω est proportionnel
au taux de réaction différentiel :

F(E, E′, Ω) = v
d2σ0

dΩdE′ (E, E′, Ω) (4.26)

On considère maintenant la situation où les cibles sont à la température T et sont donc soumises à
l’agitation thermique. Comme dans le cas des sections primaires, le fait que le nombre de neutrons
émis, et donc le taux de réaction, ne dépende pas du référentiel considéré permet d’exprimer la sec-
tion de diffusion double-différentielle pour les noyaux cibles à T [69] :

d2σT

dΩdE′ (E, E′, Ω) =
1
v

∫

(∞)
vr σ0(Er) K(−→v ,

−→
V ,−→v ′) p(

−→
V ) d

−→
V (4.27)

Dans l’équation précédente, σ0 est la section efficace primaire à 0 K qui s’exprime en fonction de la vi-
tesse relative vr du neutron incident par rapport à la cible via l’énergie cinétique associée Er =

1
2 mv2

r .
Les vitesses

−→
V des noyaux cibles sont distribuées selon la loi p(

−→
V ). Enfin, K(−→v ,

−→
V ,−→v ′) est le noyau

de transfert, qui caractérise la dynamique des collisions. Cette quantité dépend de
−→
V mais aussi des

vitesses −→v du neutron incident et −→v ′ du neutron émis. Elle s’interprète comme la probabilité que le
neutron soit émis avec la vitesse −→v ′, sachant que la collision a eu lieu entre un neutron à −→v et un
noyau à

−→
V . Le noyau de transfert est normalisé ainsi :

∫

(∞)
K(−→v ,

−→
V ,−→v ′) d−→v ′ = 1 (4.28)

Par conséquent, l’intégration de l’équation 4.27 sur l’ensemble des vitesses −→v ′, c’est-à-dire sur l’en-
semble des énergies E′ et des angles solides Ω, permet de retrouver l’équation 3.4 qui décrit l’effet
Doppler sur les sections primaires :

σT(E) =
1
v

∫

(∞)
vr σ0(Er)p(

−→
V ) d

−→
V (4.29)

Cela montre que l’effet Doppler sur les sections primaires est indépendant de la dynamique des
collisions.

Cas des gaz parfaits

Si le matériel contenant les noyaux cibles est un gaz parfait, la distribution p(
−→
V ) est une maxwel-

lienne :

p(
−→
V ) =

(
β

π

)3/2

e−βV2
(4.30)

Il est alors possible d’expliciter l’équation 4.27. Nous ne le ferons pas ici, le lecteur est renvoyé à la
référence [69] pour une dérivation où la dépendance angulaire est traitée par décomposition sur une
base de polynômes de Legendre, ou à la référence [71] pour une dérivation directe. Dans les deux
cas, les formules ont été obtenues en faisant l’hypothèse que la diffusion est élastique et isotrope
dans le référentiel du centre de masse. La deuxième référence présente une méthode de calcul de

d2σT
dΩdE′ (E, E′, Ω) qui a été implémentée dans NJOY.
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4.2.2 Phénomène de upscattering

La distribution des vitesses −→v ′ des neutrons émis est donnée par le noyau de transfert effectif :

KT(
−→v ,−→v ′) =

1
σT(E)

d2σT

dΩdE′ (E, E′, Ω) (4.31)

Si le noyau cible est immobile, le neutron incident perd nécessairement de l’énergie lors de la
diffusion. L’énergie E′ du neutron après diffusion est alors comprise entre αE et E, avec

α =

(
M − m
M + m

)2

(4.32)

La distribution des E′ suit alors le noyau de transfert asymptotique [69] :

Kas(E, E′) =
H(E − E′)H(E′ − αE)

(1 − α)E
(4.33)

où H est la fonction de Heaviside.
Du fait de l’agitation thermique des cibles, le neutron incident peut en réalité gagner de l’éner-

gie cinétique lors de la collision. Ce phénomène est appelé le upscattering et est une manifestation
physique de l’effet Doppler sur les sections double-différentielles. Le noyau de transfert effectif peut
cependant encore être approché par Kas(E, E′) à condition que la quantité de mouvement du noyau
cible soit négligeable devant celle du neutron incident. Pour les noyaux légers, cela arrive dès que
l’énergie incidente dépasse quelques eV. En revanche pour les noyaux lourds, la quantité de mou-
vement ne peut pas être négligée avant des énergies de l’ordre de 100 eV. De plus, au voisinage des
résonances, les neutrons sont préférentiellement émis avec des énergies proches de la résonance. La
présence des pics de résonance perturbe donc le noyau KT et peut étendre le domaine d’énergie où
l’agitation thermique est non-négligeable.

Il est donc indispensable de prendre en compte l’effet Doppler sur les sections double-différentielles.
Par exemple, par un calcul neutronique sur une cellule de réacteur contenant de l’UO2 et de l’eau,
il a été montré que considérer Kas à la place du véritable noyau KT conduisait à sensiblement sous-
estimer l’absorption et l’effet Doppler global dans le domaine épithermique [70].

4.2.3 Fonction de diffusion

Pour les noyaux légers, l’effet Doppler sur les sections double-différentielles n’est sensible qu’en
dessous de quelques eV. Dans cette zone, le neutron incident n’est pas encore dans le domaine des
résonances, ce qui signifie que la section efficace varie lentement en fonction de l’énergie. On peut
alors négliger la structure interne du noyau en considérant que σ0 est constante, ce qui revient à la
sortir de l’intégrale dans l’équation 4.27. À partir de considérations sur la dynamique des collisions
entre les neutrons incidents et les cibles, Van Hove [72] a montré que, dans ce cas, la section de
diffusion double-différentielle pouvait s’exprimer à l’aide de la fonction de diffusion ST(

−→q , ω) :

d2σT

dΩdE′ (E, E′, Ω) =
1

4π
σb

k f

ki
ST(

−→q , ω) (4.34)

où ki et k f sont les normes des nombres d’onde du neutron, respectivement avant et après la diffu-

sion 2, −→q =
−→
ki −

−→
k f est le transfert de nombre d’onde, h̄ω = E − E′ est le transfert d’énergie et σb est

la section de diffusion de l’atome lié, calculée à partir de la section de diffusion du noyau libre par :

σb =

(
M + m

m

)2

σ0 (4.35)

2. h̄ki =
√

2mE et h̄k f =
√

2mE′
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σb est donc considérée comme une constante par rapport à l’énergie. Cette expression est valable pour
la diffusion inélastique, ce qui signifie que les neutrons diffusés perdent ou gagnent de l’énergie.
Comme E est faible, cet échange d’énergie n’est pas dû au passage à un niveau nucléaire supérieur,
mais simplement à l’interaction avec la molécule qui contient le noyau cible : par exemple ce noyau
recule, les liaisons chimiques sont excitées, etc. Si les cibles sont à l’état solide, la diffusion a égale-
ment une composante élastique (qui se traduit par l’apparition de pics de Bragg) sur laquelle nous
ne nous attarderons pas. La fonction de diffusion ST(q, ω), qui est également appelée fonction de
transfert, contient l’information sur la dynamique de la collision entre les neutrons et les molécules.
Elle dépend des liaisons chimiques entre les noyaux cibles, mais pas de leur structure nucléaire. Il
s’agit de la même fonction que celle qui a été introduite pour traiter l’effet Doppler des sections pri-
maires d’absorption [63], cf. partie 3.5. Notons cependant que nous avions défini ST en fonction des
transferts de quantité de mouvement et d’énergie, et qu’elle est ici définie en fonction des transferts
de nombre d’onde et de fréquence angulaire. Il y a donc un facteur h̄ entre les paramètres de ces deux
fonctions.

Comme dans la partie 3.5, la fonction de diffusion n’est pas limitée au cas où les noyaux cibles
sont dans un gaz parfait, elle permet principalement de décrire les cas où le matériel cible est dans
les états solide ou liquide. Ce sont les cas les plus importants compte tenu du fait que l’effet Doppler
sur les sections double-différentielles est surtout sensible aux faibles énergies.

Citons une propriété importante des fonctions de diffusion : le principe de balance détaillée, qui
traduit la distribution des niveaux d’énergies des cibles (nous parlons des états correspondant aux
liaisons chimiques) selon la statistique de Boltzmann [73]. Ce principe s’exprime par l’équation :

ST(
−→q , ω) = ST(−−→q ,−ω) exp

(
h̄ω

kT

)
(4.36)

Usuellement, dans le cas où ST est indépendante de la direction de −→q , l’équation 4.34 est récrite
en fonction de paramètres α et β sans dimension. Ils sont définis par les relations suivantes :

α =
q2h̄2

2MkT
=

E + E′ − 2µ
√

EE′

AkT
(4.37)

β =
−h̄ω

kT
=

E′ − E
kT

(4.38)

avec µ le cosinus de l’angle entre les directions du neutron avant et après diffusion, et A = M
m le

rapport des masses du noyau cible et du neutron. La fonction de diffusion ST(q, ω) est, elle aussi,
rendue sans dimension en étant multipliée par kT. De plus, elle est symétrisée par rapport à ω via
la multiplication par le facteur exp

(
−h̄ω
2kT

)
. Cela conduit à définir une nouvelle fonction, également

notée ST, par :

ST(α, β) = kT exp
(−h̄ω

2kT

)
ST(q, ω) (4.39)

L’équation 4.34 pour la diffusion inélastique devient alors :

d2σT

dΩdE′ (E, E′, Ω) =
σb

4π kT

√
E′

E
e−β/2 ST(α, β) (4.40)

La propriété de balance détaillée se traduit donc simplement par :

S(α, β) = S(α,−β) (4.41)

Dans le cas d’un gaz parfait, la fonction de diffusion est donnée par :

ST(α, β) =
1√
4πα

exp
(−(α2 + β2)

4α

)
(4.42)
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Cela donne :

ST(q, ω) =
1

kT
ST(α, β) e−β/2 =

1
kT

√
4πα

exp
(
−(α + β)2/(4α)

)
(4.43)

On pose :

R =
h̄2q2

2M
(4.44)

R est l’énergie de recul du noyau cible à 0 K après la diffusion du neutron. Cette quantité est équi-
valente à celle qui a été définie dans la partie 3.5 pour le cas où le neutron est absorbé. Nous avons
alors :

α =
R
kT

(4.45)

En remplaçant α par cette relation et β par son expression en fonction de ω, nous trouvons la fonction
de diffusion en fonction de ω et q dans le cas du gaz parfait :

ST(q, ω) =
1

∆
√

π
e−((h̄ω−R)/∆)2

(4.46)

avec ∆ =
√

4RkT. On reconnaît bien l’expression de la fonction de diffusion correspondant à l’équa-
tion Doppler approchée pour le gaz parfait (équation 3.13), qui a été donnée dans la partie 3.5 (au
facteur h̄ près).

De façon analogue à ce qui a été présenté dans la partie 3.5, dans le cas où les temps de collisions
sont courts, la transformée de Fourier χ(q, t) de la fonction de diffusion peut se développer en série
limitée sous la forme donnée par l’équation 3.101. Si t est très petit, le développement à l’ordre 2 est
suffisant, ce qui donne :

χ(q, t) = exp
(
iRt − RkTe f f t2) (4.47)

La fonction de diffusion est alors :

ST(q, ω) =
1

∆e f f
√

π
e−((h̄ω−R)/∆e f f )

2
(4.48)

avec
∆e f f =

√
4RkTe f f (4.49)

On reconnaît le modèle du gaz parfait effectif. On parle également d’approximation des temps de
collisions courts. Notons que cette expression ne satisfait pas à la propriété de balance détaillée (car
Te f f 6= T). La fonction ST(α, β) associée est modifiée pour forcer la soumission à cette propriété [74] :

ST(α, β) =
1√

4πα
Te f f

T

exp

(
−(α − |β|)2

4α
Te f f

T

− |β|
2

)
(4.50)

Pour les états solide et liquide, ST(α, β) peut être déterminé expérimentalement ou à l’aide de
modèles dynamiques des molécules cibles. Le format ENDF permet alors de stocker les valeurs ainsi
calculées dans son fichier MF 7. Plus précisément, deux grilles α1, ... , αn et β1, ... , βm sont stockées,
ainsi que les valeurs ST(αi, β j) correspondant aux points des grilles. Entre ces points, les ST(α, β) sont
reconstruits par interpolation, avec les lois spécifiées dans le fichier ENDF.

Pour traiter l’effet Doppler des sections double-différentielles dans GAIA, nous nous sommes
pour l’instant contentés du cas où cet effet s’exprime avec les ST(α, β), c’est-à-dire où la section pri-
maire est considérée constante.
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4.3 Diffusion des neutrons thermiques dans l’eau liquide

4.3.1 Motivations pour l’implémentation du traitement des lois ST(α, β) dans GAIA

Dans le cadre de son programme de recherche sur les données nucléaires, l’IRSN a démarré une
collaboration avec l’Institut Laue-Langevin (ILL) de Grenoble sur la diffusion thermique des neu-
trons dans l’eau. L’objectif est de tirer parti des installations expérimentales de l’ILL pour obtenir de
nouvelles valeurs de la fonction de diffusion dans la zone des neutrons thermiques, où l’influence
des liaisons chimiques de l’eau liquide ne peut pas être négligée.

Ce sujet est d’importance en physique des réacteurs : en effet, des études récentes [75] basées
sur des expériences de référence (benchmarks) internationales ont montré que les calculs étaient très
sensibles au traitement de la diffusion thermique dans l’eau. Les bibliothèques de données nucléaires
contiennent les fonctions ST(α, β) permettant de réaliser ce traitement. Cependant l’utilisation des
données actuelles, même avec les bibliothèques les plus récentes comme JEFF 3.1 ou ENDF/B.VII.0,
peut conduire à des différences significatives entre expériences et calculs lors de la modélisation de
la diffusion thermique dans l’eau, légère ou lourde [74, 76, 77]. Cela peut notamment s’expliquer par
les approximations utilisées lors de la production des évaluations dans le domaine thermique

Du fait du faible pouvoir d’absorption du deutérium par rapport à son fort pouvoir de diffusion,
la sensibilité des calculs à la diffusion thermique des neutrons est particulièrement remarquable pour
les réacteurs modérés à l’eau lourde. C’est le cas du réacteur Réacteur à Haut Flux (RHF) de l’ILL,
qui porte donc un intérêt particulier à ce problème. Les modélisations du réacteur RHF utilisant les
ST(α, β) des bibliothèques actuelles ne permettent pas de rendre compte de façon totalement satisfai-
sante de certaines mesures expérimentales du facteur de multiplication effectif ke f f lorsque les barres
d’arrêt d’urgence sont introduites dans le cœur [78]. Dans ce cas, les conséquences du point de vue
de la physique des réacteurs mais aussi de celui des études de criticité sont importantes. De plus, les
tables actuelles donnant les ST(α, β) ne sont disponibles que pour un nombre limité de températures,
entre lesquelles il est difficile d’interpoler. Il y a donc un besoin de nouvelles évaluations de ST(α, β),
que ce soit pour des applications industrielles ou de recherche.

Pour réaliser des évaluations dans le domaine thermique, des modèles moléculaires sont déve-
loppés afin de rendre compte de la dynamique de la molécule, avec les approximations que cela
suppose, et d’obtenir un spectre de phonons. Des codes comme LEAPR [8] (qui est un module de
NJOY) donnent la loi ST(q, ω) correspondant à ce spectre, moyennant de nouvelles approximations
pour le traitement de la diffusion cohérente. Ces valeurs sont ensuite comparées aux données expé-
rimentales pour être validées, comme, par exemple, des mesures de la loi ST(q, ω), souvent réalisées
avec un transfert de nombre d’onde q → 0 (spectroscopie Raman ou infrarouge) [79, 6]. Dans cette
collaboration avec l’ILL, nous disposons de données expérimentales plus étendues car les mesures
couvrent l’ensemble des transferts ω et q accessibles. Nous avons voulu tirer avantage de cette si-
tuation en traitant les données expérimentales sans passer par un modèle moléculaire de l’eau, afin
de s’affranchir des approximations inhérentes. Nous sommes partis du constat que les données nu-
cléaires qui nous intéressent pour la physique des réacteurs sont les sections efficaces. Sur la zone
(q, ω) couverte par les expériences, nous avons donc directement renormalisé les ST(q, ω) sur les va-
leurs expérimentales de la section efficace de l’eau disponibles dans la littérature. Cette approche est
encore grossière et nécessiterait a minima l’utilisation d’un code d’ajustement de données, comme
par exemple SAMMY [18], pour être plus rigoureuse. Cela n’a pas encore pu être réalisé, cependant
nous espérons montrer qu’une approche basée sur l’utilisation directe de ST(q, ω) expérimentaux,
sans utilisation de modèle moléculaire, peut permettre d’obtenir des résultats acceptables. Ce travail
ne prétend donc pas constituer une nouvelle évaluation de la loi ST(α, β) de l’eau. Notre second ob-
jectif est de montrer l’impact que peut avoir la loi de diffusion de l’eau lourde sur le modèle RHF et
donc la nécessité d’améliorer les évaluations existantes dans le domaine thermique.

En dehors de la zone (q, ω) couverte par l’expérience, les valeurs de ST(q, ω) ont été complétées
à l’aide d’une modélisation de dynamique moléculaire. Afin de pouvoir réunir ces deux fonctions
ST(q, ω) et de pouvoir ajuster la fonction résultante, nous avons eu besoin d’un code capable de
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calculer les sections efficaces à partir de la donnée de ST(q, ω). Cette fonctionnalité a donc été ajoutée
dans GAIA.

Le travail présenté dans cette partie fera l’objet d’une publication commune avec l’ILL, qui est en
cours de soumission.

4.3.2 Mesures expérimentales de la fonction de diffusion thermique de l’eau

Ces expériences ont été réalisées avant le début du présent doctorat. Nous nous contenterons
donc ici d’en résumer rapidement le principe.

L’équation 4.34 relie la fonction ST(q, ω) aux sections double-différentielles de diffusion. Cette
fonction peut donc directement être obtenue à partir de mesures de l’intensité des neutrons diffusés
avec un spectromètre à larges détecteurs. Les neutrons utilisés sont produits par le réacteur à haut
flux de l’ILL qui émet un flux continu de 1.5 × 1015 neutrons par seconde et par cm2, ce qui en fait
le plus intense dans le monde. Son cœur, composé d’un unique élément combustible de 10 kg d’ura-
nium, est refroidi à l’eau lourde et développe une puissance de 58 MW. Les neutrons produits pour
les applications scientifiques peuvent être chauds, à environ 500 meV, froids, à environ 2.5 meV, et
ultra-froids, à environ 5 × 10−4 meV. Plusieurs canaux de sortie acheminent les flux neutroniques
vers les différents instruments de mesure dont dispose l’ILL. Pour les mesures de ST(q, ω), deux
spectromètres à temps de vol ont été utilisés : IN4 et IN5.

L’instrument IN4 est donc un spectromètre neutron à temps de vol qui sert à étudier les exci-
tations de la matière condensée. Il est utilisé avec des neutrons entre 10 et 100 meV. Son principe
de fonctionnement est détaillé sur la figure 4.4 [80]. Le flux incident de neutrons est pulsé et rendu
monochromatique avant d’arriver sur l’échantillon, grâce à son passage par deux hacheurs, un mo-
nochromateur courbe et un hacheur de Fermi. Puis, le signal diffusé par l’échantillon traverse un
espace de 3 m de vide, afin d’éviter les diffusions parasites des neutrons transmis. Il atteint ensuite
le détecteur, composé de tubes remplis de 3He et couvrant un angle de 120◦. Pour nos expériences, la
longueur d’onde des neutrons incidents a été sélectionnée à λ = 1.1 Å (ce qui correspond à une éner-
gie de 67.6 meV). Une première mesure est effectuée sur un échantillon de référence de vanadium
afin de déterminer la résolution en énergie sur la ligne de diffusion élastique ω = 0. Cette résolution
a été établie à h̄δω = 1.89 meV. Le domaine dynamique auquel cet instrument a accès s’étend jus-
qu’au transfert d’énergie h̄ ω = 160 meV et au transfert de nombre d’onde q = 10 Å

−1
. Une deuxième

mesure avec des neutrons à λ = 2.2 Å (énergie de 16.9 meV) a ensuite été réalisée.

FIGURE 4.4 – Schéma du spectromètre IN4
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Le deuxième spectromètre à temps de vol qui a été utilisé, IN5, reçoit directement le faisceau
incident de neutrons sur son échantillon, après passage par trois hacheurs pour le pulser et le rendre
monochromatique, cf. figure 4.5 [80]. Il permet d’étudier le domaine des faibles transferts d’énergie
et de nombre d’onde, et fonctionne dans la gamme d’énergie incidente de 10 µeV à 100 meV. Les
neutrons diffusés traversent une chambre de vide de 4 m de long et atteignent les tubes de 3He
composant le détecteur. Comme pour IN4, un collimateur radial est placé derrière l’échantillon pour
retirer la contribution de l’environnement. IN5 a été utilisé ici pour trois faisceaux de neutrons, de
longueurs d’onde respectives 2, 5 et 10 Å. Pour λ = 2 Å, la résolution en énergie est h̄ δω = 0.52 meV
et le domaine accessible va jusqu’à h̄ ω = 160 meV et q = 5.6 Å

−1
.

FIGURE 4.5 – Schéma du spectromètre IN5

Les expériences ont été réalisées sur des échantillons d’eau légère, d’une part, et d’eau lourde,
d’autre part. Dans les deux cas, les échantillons d’eau, purifiés, ont été placés dans des récipients
d’aluminium d’épaisseur 0.05 mm pour l’eau légère et 0.25 mm pour l’eau lourde. Afin de limiter les
effets d’auto-protection sur l’image détectée, les récipients ont été inclinés de 45◦. Les mesures ont
été réalisées pour les échantillons portés à différentes températures : T = 285, 290, 294, 301, 311 et
323 K pour l’eau légère, et T = 295 et 325 K pour l’eau lourde. Ces températures ont été maintenues
constantes tout au long de l’expérience en plaçant les échantillons dans un cryo-four. Des mesures
identiques ont également été réalisées sur les récipients vides, pour pouvoir estimer le bruit de fond
neutronique.

Une fois les spectres neutroniques mesurés à différents angles pour les récipients vides, pour ceux
remplis d’eau et pour la référence de vanadium, ils ont été traités par le logiciel LAMP [81] pour ob-
tenir les fonctions de diffusion ST(q, ω). Dans le domaine de température sur lequel les mesures ont
été effectuées, les ST(q, ω) ne varient pas de plus de quelques % : toutes les données ont donc été
fusionnées pour améliorer la précision statistique. La température équivalente est alors T = 300 ± 14
K pour l’eau légère et T = 305± 17 K pour l’eau lourde. Enfin, les mesures de IN4 et IN5 ont été com-
binées pour disposer du domaine (q, ω) le plus étendu possible. La figure 4.6 montre le logarithme
de la fonction de diffusion symétrisée obtenue après ces expériences :

Ssym
T (q, ω) = exp

(−h̄ω

2kT

)
ST(q, ω) (4.51)
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FIGURE 4.6 – Fonction log10

(
Ssym

T (q, ω)
)

extraite des données expérimentales, pour l’eau légère (à
gauche) et l’eau lourde (à droite)

4.3.3 Traitement des données

Premiers résultats

Afin de pouvoir traiter les données expérimentales, la première étape consiste à inclure dans
GAIA le calcul des sections efficaces à partir de ST(q, ω). Nous avons pour cela utilisé l’équation :

d2σT

dΩdE′ (E, E′, Ω) =
σb

4π kT

√
E′

E
e−β/2 ST(α, β) (4.52)

avec

ST(α, β) = kT exp
(−h̄ω

2kT

)
ST(q, ω) (4.53)

Les paramètres α et β sont définis par les équations 4.37 et 4.38. La section inélastique de diffusion
s’obtient en intégrant l’équation 4.52, d’abord pour ψ de 0 à 2π, puis pour µ de −1 à 1 et enfin pour
E′ de 0 à +∞. Grâce au changement de variable (µ, E′) → (α, β), on obtient :

σT(E) = A kT
σb

4E

∫ +∞

−E/(kT)

∫ αmax

αmin

ST(α, β)e−β/2 dαdβ (4.54)

avec

αmin =

(√
E −

√
E + βkT

)2

AkT
et αmax =

(√
E +

√
E + βkT

)2

AkT
(4.55)

Notons que, dans le cas de l’eau, il s’agit en réalité de la section de diffusion totale, car la diffusion
élastique est négligeable pour les liquides.

La fonction ST(α, β) est donnée sur une grille de α et de β, supposée être suffisamment fine pour
que ST(α, β) puisse être obtenue entre les points par interpolation linéaire selon ces deux paramètres.
L’intégrale selon α est alors l’intégrale d’une fonction linéaire par morceaux et se calcule donc analy-
tiquement. Cela n’est pas le cas de la seconde intégrale, selon β, à cause du terme exponentiel mais
nous pouvons simplement appliquer un algorithme d’intégration automatique entre chaque paire de
points β de la grille pour la calculer. Cela permet d’obtenir aisément la section efficace correspondant
à la fonction ST(α, β) expérimentale : elle est tracée en orange sur la figure 4.7. Sur cette même figure
sont tracées la section de diffusion obtenue à partir des ST(α, β) de la librairie ENDF/B.VII.1 (courbe
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verte) et celle obtenue en supposant que les noyaux se comportent comme des gaz parfaits (courbe
noire). Cette dernière courbe est tracée afin d’illustrer les limites du modèle du gaz parfait et la néces-
sité d’utiliser la fonction ST(α, β). Les croix correspondent à des mesures expérimentales de la section
efficace. Les vertes et les brunes ont été extraites de la base de données expérimentale EXFOR [82] :
les premières ont été mesurées par Meyers en 1953 (n◦ EXFOR = 11019002) et les secondes par Kropff
et al. en 1974 (n◦ EXFOR = 30283002). Les croix grises correspondent aux mesures de Zaitsev et al. [83].
On constate que la forme de la section obtenue à partir des ST(α, β) mesurés semble correcte jusqu’à
24 meV. Ensuite, de 24 à environ 50 meV, la section remonte légèrement, ce qui semble suspect. Nous
pensons que cela est probablement du à du bruit dans les mesures des grands transferts. Au delà de
50 meV, la section décroît fortement, ce qui signifie que le domaine d’intégration de l’équation 4.54
n’est plus inclus dans le domaine sur lequel la fonction ST(α, β) a été mesurée. En effet, le domaine
des mesures s’étend, pour β, de −βEXP

max à βEXP
max = 5.989 et, pour α, de 0 à αEXP

max = 0.8843. La section de
diffusion ne peut donc être obtenue avec l’équation 4.54 que pour les énergies E qui satisfont :

−E
kT

≥ −βEXP
max et

(√
E +

√
E′
)2

AkT
≤ αEXP

max (4.56)

Il sera donc nécessaire de compléter nos données expérimentales pour pouvoir obtenir la section de
diffusion sur tout le domaine thermique.

10

2

3

4

5

6

7

8

9

102

2

Se
ct
io
n
ef
fi
ca
ce

[b
ar
n]

10-5 2 5 10-4 2 5 10-3 2 5 10-2 2 5 10-1 2 5 1 2

Énergie du neutron incident [eV]

ST( , ) expérimentale
ST( , ) expérimentale corrigée
ST( , ) de ENDF/B-VII.1
Cas du gaz parfait
Kropff 20C EXFOR 30283.002
BNL-325 EXFOR 11019.002
Zaitsev et al. 1991

FIGURE 4.7 – Section efficace de diffusion de l’eau lourde à 300 K

La figure 4.7 montre donc que la section calculée grâce à la fonction ST(α, β) expérimentale pré-
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sente une forme acceptable jusqu’à 24 meV. Elle est cependant manifestement trop élevée par rapport
aux valeurs de sections mesurées. Cela peut par exemple être dû à la présence d’impuretés dans les
échantillons d’eau lourde. Nous la renormalisons donc en lui appliquant un facteur multiplicatif tel
que sa dernière valeur acceptable (à 24 meV) corresponde exactement à une valeur expérimentale
de la section de diffusion. Ce critère est pris afin de faciliter la jonction avec les valeurs de ST(α, β)
qui seront choisies pour compléter le domaine. La courbe obtenue avec cette correction est tracée en
rouge sur la figure 4.7. On constate qu’elle suit effectivement très bien les valeurs expérimentales de
section jusqu’à 24 meV. Notamment, entre 0.5 et 24 meV, son comportement est meilleur que celui de
la section obtenue à partir de la librairie ENDF/B.VII.1.

Dans le cas de l’eau légère, les sections de diffusion sont tracées sur la figure 4.8 avec le même code
couleur. Les valeurs expérimentales pour les sections de l’eau sont à nouveau extraites de Zaitsev et
al. [83] (ronds gris), mais aussi des mesures de Russell (croix brunes, n◦ EXFOR = 11162003), Heinloth
(croix vertes, n◦ EXFOR = 21341002) et Dritsa (croix grises, n◦ EXFOR = 20176002). On constate qu’une
fois renormalisée, de la même façon que pour l’eau lourde, la section obtenue à partir des ST(α, β)
expérimentaux suit convenablement les sections expérimentales jusqu’à environ 15 meV. Au-delà
elle devient légèrement trop grande, avant de plonger lorsque son domaine devient trop petit pour
l’intégration.
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FIGURE 4.8 – Section efficace de diffusion de l’eau légère à 300 K

Enfin, il faut remarquer que les ST(α, β) employés ici sont directement issus des mesures de sec-
tions double-différentielles et qu’ils correspondent donc à la somme des composantes cohérente et
incohérente de la diffusion.

Simulations de dynamique moléculaire

Nous avons vu que le domaine dynamique (q, ω) couvert par les expériences est trop étroit pour
obtenir les sections efficaces sur toute la zone d’énergie pour laquelle l’influence de l’état condensé de
l’eau doit être prise en compte. Afin de le compléter, des modélisations de dynamique moléculaire ont
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été effectuées à l’ILL avec le logiciel NAMD 2.7 [84] par E. Farhi et E. Pellegrini. Deux systèmes ont
été étudiés, le premier étant une boîte de 50 Å

3
de 1397 molécules d’eau légère avec le potentiel TIP3P

[85] et le second étant identique, mais en remplaçant la masse d’hydrogène par celle du deutérium
pour obtenir une première approximation de l’eau lourde. La loi ST(q, ω) est ensuite obtenue à partir
des trajectoires par des transformées de Fourier en temps et en espace à l’aide du logiciel nMOLDYN
/ MMTK [86]. La procédure donne indépendamment les contributions cohérente Scoh

T et incohérente
Sinc

T de la fonction de diffusion. On obtient ST(q, ω) avec :

ST(q, ω) =
1

σcoh
b + σinc

b

(
σcoh

b Scoh
T (q, ω) + σinc

b Sinc
T (q, ω)

)
(4.57)

où σcoh
b et σinc

b sont les sections liées correspondant respectivement à la diffusion cohérente et à la
diffusion incohérente du neutron.

Le domaine couvert par ces simulations s’étend jusqu’à h̄ω = 516 meV pour le transfert d’éner-
gie et jusqu’à q = 40 Å

−1
pour le transfert de nombre d’onde. Cela permet de calculer les sections

efficaces pour des énergies incidentes allant jusqu’à 516 meV.

Traitement final

Pour clarifier, nous noterons SEXP
T (α, β) la fonction ST(α, β) mesurée expérimentalement, SDM

T (α, β)
celle provenant des simulations de dynamique moléculaire et simplement ST(α, β) celle correspon-
dant au mélange des deux précédentes. Dans le cas de l’eau lourde, la section de diffusion obtenue
à partir de SDM

T (α, β) est tracée en bleue sur la figure 4.9. Nous voulons que la fonction ST(α, β) per-
mette de reproduire les valeurs mesurées de section aussi exactement que possible. Pour cela, nous
produisons cette nouvelle fonction ST(α, β) en complétant les valeurs de SEXP

T (α, β) de façon à ce que
la section efficace finalement obtenue soit égale à celle calculée avec SEXP

T (α, β) jusqu’à Ec = 24 meV
et à celle calculée avec SDM

T (α, β) après Ec. Ces nouvelles valeurs de ST(α, β) sont obtenues sur l’union
des grilles en (α, β) de SEXP

T (α, β) et SDM
T (α, β). Lorsque le point (α, β) est à la fois dans le domaine

de définition de SEXP
T (α, β) et dans le domaine d’intégration utilisé pour obtenir la section à 24 meV

avec l’équation 4.54, i.e. β ≥ −Ec/(kT) et

(√
Ec−

√
Ec+βkT

)2

AkT ≤ α ≤
(√

Ec+
√

Ec+βkT
)2

AkT , alors nous pre-
nons S(α, β) = SEXP

T (α, β). En revanche, dans tous les autres cas, nous prenons S(α, β) = SDM
T (α, β).

Une telle méthode permet de garantir que la section efficace obtenue à partir de la nouvelle fonction
ST(α, β) sera bien égale à l’ancienne section jusqu’à Ec, mais aussi qu’elle sera continue en ce point.

On constate sur la figure 4.9 que la section de diffusion obtenue à partir de SDM
T (α, β) suit correc-

tement les valeurs expérimentales jusqu’à environ 160 meV, mais qu’elle devient trop faible au-delà
de cette énergie. Cela montre les limitations du modèle de dynamique moléculaire employé et la né-
cessité de le raffiner. Ce travail n’étant qu’une première approche, cela n’a pas encore pu être fait et
nous avons donc cherché un moyen simple d’obtenir des sections efficaces fiables sur tout le domaine
où les liaisons chimiques ont une influence (c’est-à-dire environ jusqu’à 4 eV). La section efficace cal-
culée à partir des données de ENDF/B-VII.1 (que nous noterons SENDF

T (α, β)) étant très proche des
valeurs mesurées à partir de 0.1 eV et jusqu’à 4 eV, nous avons donc décidé de modifier à nouveau
la fonction ST(α, β) obtenue à partir de SEXP

T (α, β) et SDM
T (α, β), en remplaçant ces valeurs au-delà de

160 meV par les valeurs de SENDF
T (α, β). pour éviter les discontinuités à la frontière entre SDM

T (α, β)
et SENDF

T (α, β), nous avons progressivement mélangé ces deux fonctions entre 100 et 160 meV. Plus
précisément, si on note DE le domaine des α, β mis en jeu dans le calcul de la section efficace pour

l’énergie incidente E, c’est-à-dire β ≥ −E/(kT) et

(√
E−

√
E+βkT

)2

AkT ≤ α ≤
(√

E+
√

E+βkT
)2

AkT , DEXP le
domaine de définition de SEXP

T (α, β) et DMD celui de SMD
T (α, β), alors la nouvelle fonction ST(α, β)
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FIGURE 4.9 – Section efficace de diffusion de l’eau lourde à 300 K

est définie par :

ST(α, β) =





SEXP
T (α, β) si (α,β) ∈ DEXP ∪D24 meV

SMD
T (α, β) sinon et si (α,β) ∈ DMD ∪D100 meV

(1 − k
11 )S

MD
T (α, β) + k

11 SENDF
T (α, β) sinon et si (α,β) ∈ DMD ∪D(100+6k) meV

pour 1 ≤ k ≤ 10

SENDF
T (α, β) sinon

(4.58)

Cette fonction est tracée en cyan sur la figure 4.9. On peut voir qu’elle suit effectivement de façon très
satisfaisante les valeurs expérimentales sur tout le domaine d’énergie nous intéressant.

Afin de vérifier que cette nouvelle fonction de diffusion n’est pas trop éloignée de la réalité phy-
sique malgré le côté morcelé de sa construction, nous pouvons calculer plusieurs grandeurs connues
expérimentalement. Ainsi, la section différentielle angulaire peut s’obtenir à partir de ST(α, β) en
utilisant la formule ci-dessous :

dσ

dΩ
(E, µ) =

∫ +∞

0

d2σT

dΩdE′ (E, E′, µ) dE′ =
σb

4π kT

∫ +∞

0

√
E′

E
e−β/2 ST(α, β) dE′ (4.59)
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De plus, ces sections différentielles ont été mesurées par Walford en 1980 [87] pour une énergie in-
cidente E = 170 meV et par Gibson en 1978 [88] pour E = 237.4 meV. Pour chacune de ces deux
situations, nous avons tracé les valeurs mesurées des sections différentielles, ainsi que celles calcu-
lées à partir des différentes fonctions ST(α, β) (en gardant le même code couleur que précédemment) :
voir figures 4.10 et 4.11. On constate que notre fonction ST(α, β) finale permet de reproduire à peu
près la structure moléculaire apparaissant sur les courbes expérimentales. Compte-tenu du fait que
ce n’est qu’une première approche et que les énergies 170 et 327.4 meV sont dans des domaines où
les trois composantes de ST(α, β) interviennent, ces résultats peuvent être considérés comme étant à
peu près satisfaisants. On remarque cependant que pour les pour les petits angles (inférieurs à 4◦), la
section différentielle est nulle. Cela est dû au fait que dans les expériences sur IN4 et IN5, la contribu-
tion du faisceau incident direct est retirée et qu’il n’y a donc pas de valeurs expérimentales SEXP

T (α, β)
pour les petits angles.
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FIGURE 4.10 – Section différentielle angulaire de l’eau lourde à 300 K pour une énergie incidente
E = 170 meV

Il est également intéressant de connaître la densité d’états de phonons associée à la fonction
ST(α, β). Cette valeur étant difficile à calculer, il est possible d’en obtenir une approximation avec
la densité d’états généralisée effective g(ω) [89], qui est définie par analogie avec la vraie densité
d’états dans le cas où la diffusion est totalement incohérente. La fonction g(ω) est définie par la
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FIGURE 4.11 – Section différentielle angulaire de l’eau lourde à 300 K pour une énergie incidente
E = 327.4 meV

relation :

g(ω) =
1

qmax − qmin

∫ qmax

qmin

2 h̄ω ST(q, ω) Dω
M

n + 1
dq (4.60)

avec M la masse du diffuseur (la molécule d’eau dans notre cas), n le facteur de population de Bose :

n =
(

eh̄ω/kT − 1
)−1

(4.61)

et

Dω = exp

(
q2

〈
ln
(∫

ST(q, ω)dω
)

q2

〉)
(4.62)

Les densités généralisées obtenues pour D2O sont tracées dans la figure 4.12 pour les différentes
fonctions ST(α, β). Les deux pics à 150 et 350 meV de notre fonction ST(α, β) finale sont vraisem-
blablement un peu trop grands, ce qui est dû à l’influence de SENDF

T (α, β), mais la fonction g(ω) a
globalement une forme plausible. Rappelons que nous sommes intéressés ici par une courbe de sec-
tion efficace suivant bien les valeurs expérimentales et non par le spectre de phonons, il nous suffit
donc de vérifier que la densité d’états n’a pas une forme absurde.
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FIGURE 4.12 – Densité d’états de phonons généralisée effective pour l’eau lourde à 300 K

Dans le cas de l’eau légère, la section de diffusion obtenue par double intégration de la fonction
ST(α, β) de la dynamique moléculaire est tracée en bleu dans la figure 4.13. La section obtenue à par-
tir des ST(α, β) expérimentaux est convenable jusqu’à 15 meV. Or, après cette énergie, les résultats
de la dynamique moléculaire ne permettent pas d’améliorer le comportement de la section efficace.
Cependant, la section obtenue avec la librairie ENDF/B-VII.1 est correcte au-delà de cette énergie.
Nous avons donc choisi notre nouvelle fonction ST(α, β) égale à la fonction ST(α, β) expérimentale
jusqu’à 15 meV et à la fonction ST(α, β) de ENDF/B-VII.1 au-delà. La section de diffusion correspon-
dante est tracée en cyan sur la figure 4.13. À nouveau, on constate qu’elle suit fidèlement les valeurs
expérimentales.

Les distributions angulaires, c’est-à-dire les sections différentielles divisées par les sections pri-
maires, ont été mesurées expérimentalement par Dawidowski en 1994 [90] pour l’eau légère lorsque
l’énergie incidente est 161.4 meV. La figure 4.14 présente ces valeurs expérimentales, ainsi que les
distributions angulaires calculées avec la nouvelle fonction ST(α, β) ainsi qu’avec celle de ENDF/B-
VII.1. La forme de la distribution angulaire obtenue avec la nouvelle ST(α, β) est globalement cor-
recte même si elle est un peu chahutée pour les angles inférieurs à 40◦. Cela indique néanmoins que,
contrairement à ENDF/B-VII.1, cette fonction prend en compte la structure moléculaire (qui est due
à la partie cohérente de la diffusion).

Comme pour l’eau lourde, nous avons calculé les densités d’états de phonons généralisées dans
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FIGURE 4.13 – Section efficace de diffusion de l’eau légère à 300 K

le cas de l’eau légère. Elles sont présentées dans la figure 4.15. Une fois encore les deux pics vers
200 et 450 meV pour notre ST(α, β) finale semblent nettement trop grands, mais la forme globale est
raisonnable. On peut par exemple comparer cette densité généralisée à celle obtenue dans l’étude
récente de Márquez et al. [91].

Maintenant que nous avons déterminé la fonction ST(α, β) sur un domaine suffisamment étendu,
il nous reste à l’utiliser pour produire un fichier au format ACE, c’est-à-dire au format d’entrée du
code Monte-Carlo MCNP. Pour cela, nous commençons par produire un fichier ENDF puis nous
utilisons les modules THERMR et ACER de NJOY. THERMR permet de lire ST(α, β) dans le fichier
ENDF et de calculer les sections efficaces primaires et différentielles correspondantes. ACER utilise
ensuite ces résultats pour produire un fichier ACE. La fonction ST(α, β) que nous avons produite
correspond à l’intégralité de la molécule d’eau. Or, dans le fichier ENDF, il faut entrer les valeurs de
la fonction ST(α, β) correspondant à un seul atome (H ou D). Dans le cas de l’eau lourde, on note
SD

T (α, β) et SO
T (α, β) les fonctions correspondant respectivement à un atome de deutérium et à un

atome d’oxygène. On note sans exposant celle correspondant à l’ensemble de la molécule. Le manuel
ENDF indique que la section inélastique double-différentielle est donnée par :

d2σT

dΩdE′ (E, E′, Ω) =
1

4π kT

√
E′

E
e−β/2

[
2σD

b SD
T (α

D, β) + σO
b SO

T (α
O, β)

]
(4.63)
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FIGURE 4.14 – Distribution angulaire de l’eau légère à 300 K pour une énergie incidente E = 161.4
meV

avec

αD =
E + E′ − 2µ

√
EE′

ADkT
et αO =

E + E′ − 2µ
√

EE′

AOkT
(4.64)

où AD et AO sont respectivement les masses du deutérium et de l’oxygène en unité de masse du neu-
tron. En posant σb = 2σD

b + σO
b , il faut que la fonction SD

T (α
D, β) du deutérium satisfasse la relation :

σbST(α, β) = 2σD
b SD

T (α
D, β) + σO

b SO
T (α

O, β) (4.65)

Comme le deutérium est le principal responsable de la diffusion dans la molécule d’eau lourde (et
l’hydrogène dans l’eau légère), il n’est pas nécessaire de créer un fichier ENDF spécifique pour le
domaine thermique de l’oxygène : il est en effet possible de spécifier la loi SO

T (α
O, β) dans les fichiers

ENDF de H et D. Nous avons choisi, comme dans [74], de retenir une loi de gaz parfait :

SO
T (α

O, β) =
1√

4παO
exp

(
− (αO)2 + β2

4αO

)
(4.66)

La loi SD
T (α

D, β) est alors déterminée par :

SD
T (α

D, β) =
σb

2σD
b

ST(α, β)− σO
b

2σD
b

SO
T (α

O, β) (4.67)
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FIGURE 4.15 – Densité d’états de phonons généralisée effective pour l’eau légère à 300 K

Le même processus est appliqué à l’eau légère. Bien évidemment, la section de diffusion de l’eau est
calculée en additionnant deux fois celle de l’hydrogène et celle de l’oxygène. Nous retrouvons donc
exactement la section obtenue par double intégration de l’équation 4.54. Ces fonctions SD

T (α
D, β) ont

ensuite été transformées au format ENDF, précisément celui du fichier MF 7, section MT 4.

Les fichiers ENDF ainsi obtenus ont été traités avec le module THERMR de NJOY 99.259. À cause
de la grande taille des grilles en α et β, il a fallu modifier légèrement la méthode utilisée pour linéa-
riser les fonctions ST(α, β) dans ce module. L’utilisation de ACER n’a ensuite posée aucune difficulté
particulière.

À la fin de ces étapes, des fichiers ACE ont été créés, un pour l’eau légère et un pour l’eau lourde,
en partant des valeurs expérimentales de ST(α, β). Ces valeurs ont été complétées, dans le cas de
l’eau lourde, grâce aux modélisations de dynamique moléculaire. Cependant, la qualité des résultats
de ces modélisations laisse encore à désirer et nous avons du compléter à nouveau les fonctions
de diffusion en utilisant les ST(α, β) donnés dans ENDF/B-VII.1. Cette dernière manipulation n’est
pas complètement satisfaisante, mais elle permet de pouvoir obtenir des fonctions ST(α, β) sur un
domaine suffisamment large pour être utilisées en entrée du modèle MCNP décrivant le réacteur
RHF.
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4.3.4 Résultats obtenus

Comme nous l’avons mentionné plus haut, le réacteur RHF contient un seul élément combustible,
modéré par de l’eau lourde. Plus précisément, cet élément combustible est contenu entre deux tubes
concentriques d’aluminium qui sont eux-mêmes situés dans le réservoir d’eau lourde. La réaction est
pilotée par une barre de contrôle cylindrique qui est insérée en début de cycle dans le cylindre interne
du combustible puis en est progressivement sortie. Enfin, la sûreté est assurée par cinq barres d’arrêt
d’urgence (BAU), situées au-dessus du combustible en fonctionnement normal, qui permettent arrê-
ter la réaction en étant baissées. La figure 4.16 (extraite de [92]) montre l’élément combustible dans le
réservoir d’eau lourde, avec ces cinq barres d’arrêt d’urgence. On y distingue également les canaux
qui amènent les neutrons jusqu’aux différents instruments de mesures que possède l’ILL.

FIGURE 4.16 – Coupe horizontale du réacteur RHF. L’élément combustible est au centre de la figure,
entouré par les 5 barres d’arrêt d’urgence

En juin 2006, une série d’expériences par approche sous-critique a été conduite dans ce réacteur
[92], afin de déterminer l’impact des barres d’arrêt d’urgence sur la réactivité. Pour chacune de ces
expériences, la situation de départ était sous-critique et la réactivité a été augmentée en retirant pro-
gressivement la barre de contrôle. L’expérience est arrêtée lorsque la criticité est atteinte (c’est-à-dire
lorsque ke f f = 1) et la position de la barre de contrôle atteinte est notée. Nous nous intéressons ici
à 6 de ces expériences, la première correspond à la situation où les cinq barres d’arrêt d’urgence,
numérotées de BAU 1 à BAU 5, sont en position haute (donc hors du cœur), et les 5 suivantes corres-
pondent aux situations où une seule des barres d’arrêt d’urgence est en position basse durant toute
l’expérience. La criticité a été atteinte dans tous les cas.

Le modèle du RHF construit avec le logiciel de calcul Monte-Carlo MCNP [78] a été utilisé pour
retrouver les valeurs de ke f f pour chacune de ces 6 expériences. Les données nucléaires utilisées sont
issues de la bibliothèque ENDF/B-VII.0 et l’erreur globale à 1 σ du modèle a été estimée à +234/-231
pcm. Les calculs ont été réalisés par Y. Calzavara à l’ILL, pour la position de la barre de contrôle
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qui permet d’atteindre la criticité : la valeur expérimentale du ke f f est donc 1 dans tous les cas. Un
rapport C−E

E est ensuite donné, avec C la valeur du ke f f calculé dans le cas considéré et E sa valeur
expérimentale. Pour tenir compte des biais de la modélisation, ce rapport a été corrigé pour les cas 2
à 6 en lui soustrayant la valeur du rapport dans le cas 1 (sans barre d’arrêt d’urgence). Le fichier ACE
produit à partir des valeurs de ST(α, β) que nous avons obtenues a été utilisé dans les calculs afin de
déterminer son impact sur le modèle. Les résultats sont présentés dans la table 4.4 lorsque ST(α, β)
est extrait de la bibliothèque ENDF/B-VII.0 et dans la table 4.5 lorsque que le nouveau fichier ACE
pour ST(α, β) est utilisé.

TABLE 4.4 – Configurations du modèle RHF

Cas Configuration ke f f Incertitude (pcm) C−E
E corrigé (pcm)

1 Toutes BAU hautes 0.99817 3 -
2 BAU 1 baissée 1.00232 7 415
3 BAU 2 baissée 1.00036 7 219
4 BAU 3 baissée 1.00055 7 238
5 BAU 4 baissée 1.00283 7 466
6 BAU 5 baissée 1.00125 7 308

Lorsque le ST(α, β) de ENDF/B-VII.0 est utilisé, les résultats ne sont pas tout-à-fait satisfaisants
car le rapport C−E

E est toujours très supérieur à 0, de l’ordre de plusieurs centaines de pcm, et il
excède l’incertitude à 1 σ du modèle dans presque tous les cas (la seule exception étant le cas 3, où il
est très proche de cette incertitude). En revanche, lorsque le nouveau ST(α, β) est utilisé, les valeurs de
ke f f obtenues sont très différentes. Les rapports C−E

E sont distribués à peu près aléatoirement autour
de zéro et, surtout, ils sont très inférieurs à l’incertitude du modèle. Cela illustre bien la sensibilité
du modèle aux valeurs de la fonction de diffusion du deutérium dans l’eau lourde. De plus, nous
pouvons en conclure que l’utilisation de la nouvelle fonction ST(α, β) permet d’obtenir de meilleurs
résultats avec le modèle MCNP du RHF. Cela n’est pas suffisant pour valider l’utilisation de cette
nouvelle fonction mais montre néanmoins l’impact positif qui peut être attendu d’améliorations des
ST(α, β) existants.

TABLE 4.5 – Configurations du modèle RHF, avec la nouvelle fonction ST(α, β) du deutérium dans
l’eau lourde

Cas Configuration ke f f Incertitude (pcm) C−E
E corrigé (pcm)

1 Toutes BAU hautes 0.99594 7 -
2 BAU 1 baissée 0.99624 7 30
3 BAU 2 baissée 0.99463 7 -132
4 BAU 3 baissée 0.99466 7 -129
5 BAU 4 baissée 0.99702 7 109
6 BAU 5 baissée 0.99586 7 -8

D’autres expériences, décrites dans [92], ont été menées afin de déterminer le comportement du
réacteur en cas d’introduction accidentelle d’eau légère dans le combustible. En effet, le réservoir
d’eau lourde est plongé dans une piscine d’eau légère et une telle situation est envisageable. En-
core une fois, les résultats des calculs du modèle actuel ne sont pas tout-à-fait satisfaisants, ce qui a
motivé notre travail sur ST(α, β) pour l’eau légère en plus de celui pour l’eau lourde. De nouveaux
calculs utilisant nos valeurs de ST(α, β) pour cette série d’expériences sont encore à réaliser, afin de
déterminer leur impact.
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4.3.5 Conclusion

Notre travail commun avec l’ILL a permis de montrer qu’une fonction ST(α, β) obtenue directe-
ment à partir des mesures expérimentales de la section double-différentielle, sans passer par l’élabo-
ration d’un modèle moléculaire, pouvait conduire à des résultats acceptables. Ce travail n’est encore
qu’une première approche et ne prétend pas être une nouvelle évaluation du domaine thermique de
l’eau. Cependant, la méthodologie consistant à partir des données expérimentales en les complétant
avec les modélisations de dynamique moléculaire semble être une façon prometteuse d’améliorer de
telles évaluations. À l’avenir, un traitement plus rigoureux pourrait être mis en place, par exemple
avec l’utilisation d’un code d’ajustement des données expérimentales et l’amélioration du modèle de
dynamique moléculaire employé. Une étude récente [91] a ainsi obtenu de très bons résultats en em-
ployant un modèle moléculaire détaillé. De plus, l’ILL et l’IRSN sont intéressés par la détermination
des ST(α, β) pour d’autres matériaux, comme par exemple les liquides cryogéniques. La méthodolo-
gie que nous avons développée pourra alors y être appliquée.

Du point de vue de ce doctorat, ce travail nous a fourni l’occasion d’utiliser GAIA sur un cas
d’application réel et a mis en lumière l’intérêt de disposer de notre propre code de traitement des
données nucléaires afin de pouvoir effectuer les ajustements entre les différentes fonctions ST(α, β)
et tester leur impact sur les sections efficaces.
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Chapitre 5

Génération de fichiers d’entrée pour les
logiciels de calcul neutronique à énergie
continue

L’objectif final d’un code de traitement des données nucléaires comme GAIA est de produire
des fichiers d’entrée utilisables par les logiciels qui modélisent des systèmes dans lesquels ont lieu
des réactions nucléaires, par exemple en physique des réacteurs, en neutronique, en radioprotection,
etc. Dans notre cas, nous nous intéressons plus spécifiquement aux logiciels de calcul neutronique à
énergie continue, parmi lesquels nous nous restreignons, dans un premier temps, à ceux utilisant en
entrée des fichiers au format ACE (A Compact ENDF) [93]. C’est notamment le cas des codes MCNP
et MORET, que nous présenterons dans la suite.

Ces deux logiciels doivent recevoir en entrée les sections efficaces sur une grille d’énergie suffi-
samment fine pour que les sections puissent être obtenues entre ses points par interpolation linéaire.
Nous verrons dans la première partie de ce chapitre comment GAIA permet de générer une telle
grille. Nous verrons ensuite comment les fichiers ACE peuvent être créés à partir des données cal-
culées par GAIA, avec l’aide du module ACER de NJOY. Puis, la dernière partie sera consacrée à
quelques cas d’utilisation de fichiers ACE produits par GAIA par les logiciels MCNP et MORET.

5.1 Création d’une grille d’énergie permettant l’interpolation linéaire des
sections

Afin d’alléger la lecture de cette partie, nous parlerons de grille linéaire pour désigner une grille
d’énergie suffisamment fine pour que les sections efficaces puissent être calculées entre les points de
cette grille en utilisant une interpolation linéaire. De même, nous parlerons de linéarisation d’une grille
pour désigner l’opération consistant à modifier une grille n’ayant pas cette propriété pour la rendre
linéaire.

5.1.1 Linéarisation de la grille produite par la méthode GAIA - Fourier

Lorsque le calcul de l’élargissement Doppler est effectué avec la méthode GAIA - Fourier, que
nous avons présentée dans la partie 3.4, les sections efficaces σT sont obtenues sur une grille d’énergie(

EFour
p

)
1≤p≤NFour

. Nous avons vu dans la partie 3.4.2 que ces sections peuvent être interpolées entre

les points Ep de la grille grâce au théorème d’échantillonnage de Shannon [58] : voir l’équation 3.81. Il
faut noter que GAIA calcule en même temps les sections efficaces pour toutes les réactions spécifiées
par l’utilisateur. La grille générée par la méthode GAIA - Fourier est également la même pour toutes
ces réactions.
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La grille GAIA - Fourier contient a priori un nombre de points, NFour, bien supérieur à ce qui
est nécessaire pour une grille linéaire. Par exemple, dans le cas de l’élargissement Doppler de 235U à
293.6 K avec une précision de 0.1 %, la taille de la grille GAIA - Fourier est de 271 394 points, alors
que celle de la grille linéaire produite par NJOY est de 76 085 points. Nous avons pu observer le
même phénomène sur tous les tests qui ont été réalisés à ce jour. Le fait que la grille GAIA - Fourier
contienne trop de points suggère une méthode simple et rapide pour produire une grille linéaire.

Partant de la grille générée par la méthode GAIA - Fourier, la première étape est de vérifier que
cette grille contient suffisamment de points pour garantir l’interpolation linéaire des sections effi-
caces. Si ce n’est pas le cas, des points d’énergie sont ajoutés (avec les sections efficaces correspon-
dantes) jusqu’à ce que la grille devienne linéaire. Comme la grille GAIA - Fourier est a priori très
fine, on peut raisonnablement penser qu’il ne sera pas nécessaire de calculer beaucoup de sections
supplémentaires. Quand bien même l’ajout de nombreux points serait requis, la grille complétée ob-
tenue à la fin de cette étape sera linéaire. Plus précisément, l’idée est de comparer, pour chaque point
p d’énergie Ep de la grille, la valeur tabulée de la section efficace σT(Ep) en ce point à la section σInter

T
que l’on obtient en effectuant une interpolation linéaire entre les deux points voisins :

σInter
T = σT(Ep−1) +

Ep − Ep−1

Ep+1 − Ep−1

(
σT(Ep+1)− σT(Ep−1)

)
(5.1)

Si la différence relative entre σT(Ep) et σInter
T est inférieure à la précision souhaitée ǫ, alors on peut

considérer que la grille permet l’interpolation linéaire des sections entre Ep−1 et Ep+1. Nous passons
alors au point p + 1 et nous comparons σT(Ep+1) à la section obtenue par interpolation linéaire entre
Ep et Ep+2. En revanche, si la différence relative est supérieure à ǫ, nous ajoutons les deux points

d’énergies Ep−1+Ep

2 et Ep+Ep+1
2 à la grille. Les sections efficaces correspondantes sont calculées grâce à

la relation 3.81. Nous recommençons ensuite la vérification pour le nouveau point d’énergie Ep−1+Ep

2
(qui est alors comparé au point interpolé entre Ep−1 et Ep), et nous continuons ainsi jusqu’à ce que
toute la grille soit traitée.

À ce stade, nous avons obtenu une grille très fine sur laquelle l’interpolation linéaire des sections
est possible. Nous pourrions donc nous arrêter ici, cependant, pour les applications pratiques, la
taille de la grille est un paramètre important : il est préférable qu’elle contienne le moins de points
possible, tout en restant linéaire. La seconde étape est donc de réduire le nombre de points dans cette
grille. Pour cela, comme notre grille contient beaucoup de points, nous avons suivi l’idée principale
du module POLIDENT de AMPX [94]. Les minima, maxima et points d’inflexion de la grille fine sont
d’abord stockés dans la grille linéaire finale. Un point p de la grille fine est un minimum si σT(Ep−1) >
σT(Ep) et σT(Ep+1) > σT(Ep), c’est un maximum si σT(Ep−1) < σT(Ep) et σT(Ep+1) < σT(Ep), et c’est

un point d’inflexion si sa dérivée (approchée par σT(Ep+1)−σT(Ep)
Ep+1−Ep

) est un minimum ou un maximum.
La grille finale est ensuite complétée de la manière suivante : pour deux points adjacents déjà dans
la grille finale, nous calculons par interpolation linéaire une section σInter

T en chacun des points de la
grille fine compris entre ces deux points. Les valeurs de la section interpolée sont ensuite comparées
à celles de la section de la grille fine. Si l’erreur relative commise est supérieure à ǫ en au moins un
point, alors le point où cette erreur est maximale est ajouté à la grille finale. Au contraire, si l’erreur est
inférieure à ǫ pour tous les points, alors la grille finale est suffisamment étroite entre les deux points
considérés et nous passons aux points suivants. C’est ainsi qu’une grille linéaire ne contenant pas plus
de points qu’il n’est nécessaire peut être générée à partir des résultats de la méthode GAIA - Fourier.
Cette procédure est appliquée en même temps à toutes les réactions spécifiées par l’utilisateur, ce qui
signifie que la grille linéaire finale est la même pour toutes ces réactions.

À des fins d’illustration, nous allons reprendre l’exemple du calcul des sections efficaces de 235U
à 293.6 K avec une précision de 0.1 %. La table 5.1 présente la taille de la grille obtenue à la fin de
chacune des étapes de la linéarisation : après la méthode GAIA - Fourier, après la génération de
la grille fine et après avoir retiré les points excédentaires. Cette table donne également le temps de
calcul total à la fin de chaque étape. Nous voyons que la grille GAIA - Fourier est déjà presque assez
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fine pour permettre l’interpolation linéaire des sections puisqu’il n’a fallu lui ajouter qu’environ 10
000 points (soit 3.6 % du total) pour la rendre linéaire. Le temps de calcul total est de 37 s, dont 36
s sont consacrées au calcul de l’effet Doppler par la méthode GAIA - Fourier. La génération d’une
grille linéaire à partir de la grille de la méthode GAIA - Fourier est donc très rapide devant le temps
de calcul de cette méthode. Enfin, rappelons que la grille linéaire générée par NJOY contient 76 085
points et que ce calcul a pris environ 150 s. La taille des grilles finales de GAIA et de NJOY est donc
comparable, ce qui laisse penser que les performances (en terme de rapidité) des codes de calcul
seront préservées si les données nucléaires sont traitées par GAIA au lieu de NJOY.

TABLE 5.1 – Taille des grilles générées à chaque étape de la linéarisation des sections de 235U à 293.6
K (précision de 0.1 %)

Méthode Première étape de la Génération de la
GAIA - Fourier linéarisation (grille fine) grille finale

Nombre de points dans la grille 271 394 281 207 70 720
Temps de calcul total 36 s 37 s 37 s

Afin de tester si notre linéarisation a été correctement effectuée, pour chaque énergie Ep de la grille

finale nous avons calculé par interpolation linéaire les sections efficaces aux énergies 3Ep+Ep+1
4 , Ep+Ep+1

2

et Ep+3Ep+1
4 . Ces valeurs ont ensuite été comparées aux sections efficaces calculées aux mêmes énergies

avec la méthode de référence. Les résultats sont tracés sur la figure 5.1. La différence relative avec les
valeurs de référence est à peu près symétriquement répartie autour de 0 et son maximum excède
0.1 % de très peu. Pour préciser cela, la table 5.2 donne les valeurs des 3 indicateurs qui ont déjà été
définis dans la partie 3.4.3. Afin de mesurer la répartition des erreurs autour de 0, l’indicateur 2 bis a
été ajouté : il s’agit de la moyenne des différences relatives (sans valeurs absolues) avec la référence
sur l’ensemble des points testés. Ces indicateurs confirment que, dans ce cas, les sections efficaces
peuvent bien être obtenues par interpolation linéaire, avec la précision souhaitée, entre les points de
la grille finale générée par GAIA. Ces indicateurs ont aussi été calculés, exactement de la même façon,
à partir de la grille générée par NJOY. Le maximum de l’erreur relative commise est bien au-dessus
du seuil, mais les autres indicateurs ont des valeurs tout-à-fait acceptables, ce qui valide le caractère
linéaire de la grille de NJOY. La différence relative avec la référence pour les points interpolés sur la
grille de NJOY est également tracée sur la figure 5.1.

TABLE 5.2 – Indicateurs de comparaison avec la référence pour les sections de capture de 235U obte-
nues par interpolation linéaire sur les grilles finales de GAIA et NJOY (générées pour une précision
de 0.1 % dans les deux cas)

Méthode Interpolation linéaire Interpolation linéaire
sur la grille de GAIA sur la grille de NJOY

Indicateur 1 (%) 0.11 0.55
Indicateur 2 (%) 2.5 × 10−2 4.5 × 10−2

Indicateur 2 bis (%) 9.7 × 10−3 3.6 × 10−2

Indicateur 3 (%) 3.7 × 10−2 1.4 × 10−2

Nous avons ensuite effectué le même test, mais sur l’élargissement Doppler des sections efficaces
de 238U, toujours à 293.6 K et avec une précision de 0.1 %. Les tailles des grilles intermédiaires, ainsi
que les temps de calcul, sont donnés dans la table 5.3. À nouveau, nous constatons que notre méthode
permet de linéariser la grille de la méthode GAIA - Fourier en un temps très faible devant le temps
de calcul de cette méthode (environ 3 s contre 813 s). À titre de comparaison, NJOY génère une grille
linéaire de 161 999 points en 180 s. Dans ce cas, la grille générée par GAIA est donc sensiblement plus
grande, quoique d’un ordre de grandeur comparable. Cependant, comme le montre la table 5.4, les
valeurs des indicateurs sont bien meilleures pour GAIA que pour NJOY (à l’exception de l’indicateur
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FIGURE 5.1 – Section efficace de capture radiative de 235U à 293.6 K obtenue par interpolation linéaire
sur les grilles finales de GAIA et NJOY, et par la méthode de référence

3 qui est à peu près le même dans les deux cas). Cela est confirmé par la figure 5.2 où l’on constate
que la différence relative avec la référence reste environ inférieure au seuil pour GAIA, mais qu’elle
l’excède largement pour NJOY. De plus, alors que cette erreur est globalement symétrique dans le cas
de GAIA, il y a un biais non négligeable dans le cas de NJOY. Cependant l’indicateur 3, qui porte sur
les sections intégrées, étant bien inférieur à 0.1 %, on peut penser que la grille de NJOY est suffisante
pour les applications pratiques. Quant à la grille finale de GAIA, ces tests montrent qu’elle permet
bien l’interpolation linéaire des sections entre ses points.
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TABLE 5.3 – Taille des grilles générées à chaque étape de la linéarisation des sections de 238U à 293.6
K (précision de 0.1 %)

Méthode 1ère étape de la Génération de la
GAIA - Fourier linéarisation (grille fine) grille finale

Nombre de points dans la grille 5 796 652 5 798 262 278 032
Temps de calcul total 813 s 814 s 816 s
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FIGURE 5.2 – Section efficace de capture radiative de 238U à 293.6 K obtenue par interpolation linéaire
sur les grilles finales de GAIA et NJOY, et par la méthode de référence
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TABLE 5.4 – Indicateurs de comparaison avec la référence pour les sections de capture de 238U obte-
nues par interpolation linéaire sur les grilles finales de GAIA et NJOY (générées pour une précision
de 0.1 % dans les deux cas)

Méthode Interpolation linéaire Interpolation linéaire
sur la grille de GAIA sur la grille de NJOY

Indicateur 1 (%) 0.11 2.2
Indicateur 2 (%) 2.9 × 10−2 0.21

Indicateur 2 bis (%) 1.8 × 10−2 0.20
Indicateur 3 (%) 1.3 × 10−2 8.1 × 10−3

5.1.2 Production d’une grille linéaire pour les autres méthodes de calcul des sections
efficaces

La méthode de linéarisation que nous avons présentée dans la partie précédente ne peut être
utilisée que lorsque les sections sont calculées avec la méthode GAIA - Fourier. Ce n’est pas le cas des
sections du domaine non-résolu, de celles données sous forme tabulée, ni des sections à 0 K. Nous
allons donc présenter rapidement les méthodes employées dans chacun de ces cas particuliers.

Sections efficaces dans le domaine non-résolu

Afin de créer une grille linéaire sur le domaine non-résolu, nous avons employé la méthode uti-
lisée dans POLIDENT [94]. Dans ce domaine, les sections efficaces moyennes sont calculées à partir
des paramètres 〈DJ,l〉λ et

〈
Γλ,al J

〉
λ

(cf. partie 2.6). Pour le format ENDF, deux cas sont possibles :
dans le plus simple, ces paramètres sont considérés indépendants de l’énergie. La première étape de
la méthode est alors de créer une grille initiale ayant un pas constant en léthargie 1. Ainsi, pour un
domaine d’énergie allant de El à Eh, cette grille initiale est composée des N = 100 points d’énergie
Ek, avec :

Ek = El ek∆u , ∀k ∈ [0, N − 1] (5.2)

où le pas en léthargie ∆u est donné par :

∆u =
1

N − 1
ln
(

Eh

El

)
(5.3)

La deuxième possibilité est que les paramètres soient donnés sur une grille d’énergie. Celle-ci sert
alors de grille initiale, avec éventuellement l’ajout de points supplémentaires de façon à ce que le
rapport de deux points adjacents soit toujours inférieur à ∆u. Une fois la grille initiale définie, sa pro-
priété de linéarité est vérifiée en calculant, pour tout couple de points Ek et Ek+1, la section efficace
en 1

2 (Ek + Ek+1), d’une part par interpolation linéaire et d’autre part, en utilisant la méthode de re-
construction de GAIA. Si la différence entre ces deux valeurs est supérieure à la précision souhaitée,
alors le nouveau point est ajouté à la grille, et ainsi de suite. À ce stade, la grille obtenue est bien
linéaire mais contient vraisemblablement plus de points qu’il n’est nécessaire. Son nombre de points
est réduit en utilisant la même méthode que celle employée pour passer de la grille fine à la grille
finale dans le cas de la linéarisation de GAIA - Fourier (recherche des minima, maxima et points d’in-
flexion, puis comparaison des sections de la grille fine avec les valeurs interpolées entre les points de
la grille finale). Cet algorithme, bien que simple, devrait fonctionner convenablement car les sections
moyennes à linéariser sont des fonctions lisses de l’énergie.

Afin de montrer rapidement que cette méthode fonctionne effectivement, nous avons réalisé le
même test que précédemment sur le domaine non-résolu de 241Pu (qui s’étend de 300 à 30 000 eV).

1. La léthargie u est définie, à une constante additive près, comme l’opposée du logarithme de l’énergie.
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Comme il n’y a pas d’effet Doppler sur le domaine non-résolu, les valeurs de référence contre les-
quelles la linéarisation est testée sont simplement les sections reconstruites par un calcul direct effec-
tué avec GAIA aux énergies considérées. La différence relative entre les sections interpolées depuis la
grille finale, qui contient 102 points, et les valeurs de référence est tracée sur la figure 5.3. La différence
maximale atteinte est de 0.105 %, ce qui est tout-à-fait acceptable.
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FIGURE 5.3 – Section efficace de capture radiative de 241Pu dans le domaine non-résolu obtenue par
interpolation linéaire sur la grille finale de GAIA et erreur relative commise

Sections efficaces sous forme tabulée

Comme nous l’avons déjà mentionné dans la partie 3.6.2, les sections efficaces dans le domaine
du continuum, ainsi que les sections complémentaires sur les autres domaine d’énergie, sont données
dans le format ENDF sous la forme de valeurs tabulées en fonction de l’énergie. La loi d’interpolation
à utiliser est également indiquée, parmi un ensemble de lois simples.

Les énergies de ce tableau fournissent une grille de départ pour la linéarisation. Comme les sec-

179



tions sont lisses entre les points de cette grille initiale, nous appliquons ensuite la même méthode que
celle employée pour le domaine non-résolu afin de générer une grille linéaire. Les tests pour l’ajout
puis la suppression des points de la grille sont effectués simultanément pour toutes les réactions
définies, ce qui permet d’avoir une grille linéaire finale commune à toutes ces réactions.

Sections efficaces reconstruites à 0 K

Pour être complet, il reste à traiter le cas où l’utilisateur souhaite linéariser des sections efficaces à
0 K sur le domaine des résonances résolues. Comme l’effet Doppler n’entre pas en jeu, ces sections ne
peuvent pas être calculées par la méthode GAIA - Fourier et aucune des méthodes ci-dessus ne peut
donc s’appliquer pour leur linéarisation. A priori ce cas n’est utile que pour visualiser les sections
à 0 K et vérifier leurs valeurs : la linéarisation des sections à 0 K n’a pas d’utilisation pratique (car
nous ne l’utilisons pas pour le calcul de l’effet Doppler). Nous nous sommes donc contentés d’adap-
ter légèrement les méthodes précédentes pour l’obtention de la grille linéaire. Nous partons d’une
grille initiale composée de toutes les énergies de résonance sur le domaine nous intéressant. Nous
appliquons ensuite la méthode utilisée dans le domaine non-résolu pour générer une grille linéaire à
partir de cette grille initiale. Comme les sections efficaces ne sont pas nécessairement lisses entre deux
énergies de résonance, la grille ainsi obtenue risque de ne pas être tout-à-fait linéaire. Elle sera néan-
moins suffisamment fine pour pouvoir visualiser les sections à 0 K et détecter d’éventuels problèmes
dans la reconstruction. Un test effectué de la même manière que précédemment sur la linéarisation
de 235U à 0 K (avec une précision souhaitée de 0.1 %) montre que la grille obtenue est acceptable (cf.
figure 5.4).

5.1.3 Regroupement des grilles pour les différents domaines d’énergie

Dans les bibliothèques de données nucléaires, les paramètres permettant la reconstruction des
sections efficaces sont donnés pour des domaines d’énergie bien définis. Un fichier évalué contient
plusieurs domaines d’énergie différents, avec pour chacun la donnée du formalisme à utiliser pour
reconstruire les sections efficaces et les réactions concernées. On parle de domaines de résonance. En
plus de cela, des sections complémentaires sont définies sous forme tabulée sur l’ensemble de l’inter-
valle d’énergie couvert par le fichier évalué. Ces sections complémentaires permettent de calculer les
sections efficaces pour les réactions qui ne sont définies dans aucun des domaines de résonances. Elles
permettent également de prolonger les sections de réaction définies sur un ou plusieurs domaines de
résonance en dehors de ces domaines, voire, éventuellement, de calculer une partie additionnelle à
ajouter à ces sections sur les domaines de résonance.

Toutes les méthodes (reconstruction, calcul de l’effet Doppler, linéarisation) que nous avons pré-
sentées jusqu’ici s’appliquent indépendamment à chacun des domaines de résonance. Pour pouvoir
générer les fichiers ACE, il est nécessaire d’assembler les résultats sur chacun de ces domaines, ainsi
que ceux des sections complémentaires, pour pouvoir produire des sections efficaces sur l’ensemble
de l’intervalle d’énergie et pour toutes les réactions définies dans le fichier évalué auquel nous nous
intéressons. Considérons un fichier avec N réactions, notées r1, r2, ..., rN , et M domaines de réso-
nance. Le domaine de résonance d’indice i s’étend de El,i à Eh,i et permet de reconstruire Ni sections
efficaces correspondant aux réactions rpi,k , où les pi,k, 1 ≤ k ≤ Ni, sont des indices dans [1, N]. À 0 K,
les domaines de résonance successifs ne se recoupent pas et se suivent sans interruption :

El,0 < Eh,0 = El,1 < Eh,1 = El,2 < ... < Eh,M−1 = El,M < Eh,M (5.4)

Sur chacun des domaines de résonance, les sections à 0 K sont portées à la température T en utilisant
l’équation 3.11, qui décrit l’effet Doppler. Pour le domaine i, les sections à 0 K sont nulles en dehors de
[El,i, Eh,i]. Mais, du fait de la largeur non nulle du noyau de Solbrig, l’intervalle sur lequel les sections
à T sont non négligeables s’élargit. Si on considère que le noyau de Solbrig à E est nul en dehors de
l’intervalle [A(E), B(E)] défini dans la partie 3.3.1, alors les sections à T du domaine i, notées σi

T,r
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FIGURE 5.4 – Section efficace de capture radiative de 235U à 0 K obtenue par interpolation linéaire sur
la grille finale de GAIA et erreur relative commise

pour la réaction r, sont non nulles si et seulement si l’intervalle d’intégration de l’équation Doppler a
une intersection avec [El,i, Eh,i]. Cela signifie que les σi

T,r sont non-nulles sur [ET
l,i, ET

h,i], avec :

ET
l,i =





0 si El,i <
η2

α(√
El,i − η√

α

)2
si El,i ≥ η2

α

(5.5)

ET
h,i =

(√
Eh,i +

η√
α

)2

(5.6)

Ce nouvel intervalle vérifie ET
l,i < El,i et ET

h,i > Eh,i. Cela a donc pour conséquence qu’après calcul de
l’effet Doppler, les intervalles de définition des sections efficaces de deux domaines de résonance voi-
sins se recoupent. Pour calculer la grille linéaire entre El,i et Eh,i, il est donc nécessaire de prendre en
compte non seulement les sections du domaine i, mais aussi celles du domaine i − 1 (sur [El,i, ET

h,i−1])
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et celles du domaine i + 1 (sur [ET
l,i+1, Eh,i]). Afin de prendre en compte cet effet, nous appliquons les

méthodes de linéarisation décrites plus haut non plus à σi
T,r, mais à σi−1

T,r + σi
T,r + σi+1

T,r . Comme les
parties communes [El,i, ET

h,i−1] et [ET
l,i+1, Eh,i] sont peu étendues, cela n’a que peu de conséquences sur

l’efficacité de ces méthodes.
Il faut maintenant considérer les sections complémentaires. La première étape est de générer, avec

les méthodes décrites plus haut, une grille fine pour l’ensemble des domaines de résonance, en te-
nant compte des intersections entre domaines. Les sections complémentaires sont ensuite calculées
et ajoutées à chacun des points de cette grille, qui peut éventuellement être complétée si elle a perdu
sa propriété de linéarité 2. Enfin, le nombre de points de la grille fine ainsi obtenue est réduit en uti-
lisant la même stratégie que celle employée pour la linéarisation de la méthode GAIA - Fourier. Cela
permet finalement de générer une grille linéaire couvrant l’ensemble des énergies et des réactions du
fichier évalué. Cette grille est commune à toutes ces réactions.

Dans le cas où les sections différentielles angulaires sont calculées par GAIA à partir des para-
mètres de résonance, comme cela a été détaillé dans le chapitre 4, il est nécessaire de fournir une
grille d’énergie sur laquelle les distributions angulaires seront données. Les variations en énergie des
distributions angulaires étant liées à celles des sections primaires, nous utilisons la même grille pour
ces deux quantités. C’est ce que recommande le manuel ENDF [2].

5.2 Génération de fichiers au format ACE

5.2.1 Le format ACE

Le logiciel américain MCNP (Monte-Carlo N-Particles transport code) [93] est un code de calcul
utilisé en physique nucléaire pour simuler le transport de particules (neutrons, photons, électrons)
et leur interaction avec la matière, en utilisant la méthode Monte-Carlo. Les données nucléaires sont
donc un paramètre d’entrée indispensable à son fonctionnement. Pour effectuer les calculs, ce logiciel
utilise les données nucléaires à toute énergie : on dit que c’est un code de calcul à énergie continue,
par opposition aux codes multi-groupes qui n’ont besoin que des valeurs moyennes des données
nucléaires sur des groupes d’énergies.

L’IRSN a développé son propre code de calcul Monte-Carlo pour modéliser le transport des neu-
trons : il s’agit du code MORET [95]. Il a spécifiquement été développé pour l’évaluation du risque de
criticité dans les installations nucléaires. La version MORET 5 est, comme MCNP, un code à énergie
continue.

Les logiciels MCNP et MORET ne peuvent pas utiliser directement les données nucléaires pré-
sentes dans les fichiers évalués : ces données doivent au préalable avoir été traitées et mises au format
ACE (A Compact ENDF). Pour le transport des neutrons, les fichiers ACE contiennent les sections effi-
caces correspondant à toutes les réactions contenues dans le fichier évalué. Ces sections sont données
sur une grille d’énergie qui doit être suffisamment fine pour permettre leur interpolation linéaire avec
une tolérance fixée. Les fichiers ACE doivent également contenir les distributions angulaires pour dé-
crire la diffusion des neutrons et l’émission de particules. Elles doivent elles aussi être données sur
une grille d’énergie. Pour achever de décrire la diffusion, les distributions d’énergie secondaire des
particules émises sont incluses dans les fichiers ACE. Si nécessaire, des tables contenant les valeurs
de ST(α, β) à utiliser pour la diffusion thermique des neutrons peuvent également être ajoutées. De
même, il est possible d’insérer des tables de probabilité dans les fichiers ACE pour prendre en compte
l’auto-protection dans le domaine non-résolu. Des données générales sont enfin requises, comme la
masse des noyaux cibles en jeu, les gains d’énergie des différentes réactions, etc.

2. Il faut cependant s’assurer que les sections complémentaires soient bien continues entre les deux points entre lesquels
la grille doit être complétée
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5.2.2 Utilisation du module ACER de NJOY

Notre code GAIA permet de réaliser la plus grande partie du traitement des données requises par
les fichiers ACE : la reconstruction des sections efficaces pour tous les formalismes, le calcul de l’effet
Doppler, le calcul des distributions angulaires (éventuellement à partir des paramètres de résonance)
et la génération d’une grille d’énergie linéaire pour les section et les distributions angulaires. Il faut
toutefois noter que GAIA ne peut pas encore produire de tables de probabilité : dans le domaine non-
résolu, seules les sections infiniment diluées sont calculées. Néanmoins, GAIA fournit suffisamment
d’informations pour pouvoir créer, au moins en partie, des fichiers ACE. L’utilisation de ces fichiers
par les codes MCNP et MORET sur des calculs de physique nucléaire va permettre de démontrer que
les méthodes numériques développées dans GAIA peuvent être employées en pratique.

FIGURE 5.5 – Schéma de principe de la génération de fichiers ACE par GAIA en utilisant le module
ACER de NJOY

Nous n’avons pas eu le temps de développer dans GAIA d’objet permettant d’écrire des données
au format ACE. En revanche, nous sommes capables de traduire les données calculées au format
PENDF (pour Point ENDF), qui est un format dérivé de ENDF pour les données à énergie continue.
Les différents modules de NJOY peuvent utiliser ce format pour se transmettre les informations. La
figure 5.5 montre schématiquement les étapes de la création d’un fichier ACE par NJOY. Le fichier
ENDF initial, contenant l’évaluation du noyau nous intéressant, est d’abord traité par le module
RECONR, qui reconstruit et linéarise les sections efficaces, puis par le module BROADR, qui cal-
cule l’effet Doppler et linéarise à nouveau les sections. En sortie de BROADR, un fichier PENDF est
créé contenant la grille des sections élargies à la température souhaitée ainsi que les distributions
angulaires, si elles ont été calculées à partir des paramètres de résonance. Si des tables de probabi-
lité doivent être calculées pour le domaine non-résolu, le fichier PENDF est complété par le module
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PURR, responsable de leur calcul. Ce fichier PENDF est ensuite donné au module ACER, qui le tra-
duit au format ACE.

GAIA peut produire, de manière complètement indépendante, la même information que les mo-
dules RECONR et BROADR, et peut l’écrire au format PENDF. Notre stratégie consiste donc simple-
ment à remplacer dans le schéma de la figure 5.5 le PENDF produit par RECONR + BROADR par
celui produit par GAIA. Si besoin, le PENDF de GAIA est donc complété par PURR pour l’ajout des
tables de probabilité, puis, dans tous les cas, il est transformé en fichier ACE par le module ACER.
À terme, le développement de la capacité à écrire au format ACE dans GAIA, ainsi que l’implé-
mentation du calcul des tables de probabilité, permettront de se passer totalement de NJOY pour la
production de fichiers au format ACE.

5.3 Tests sur quelques cas pratiques

Les fichiers évalués des bibliothèques de données nucléaires sont testés sur des expériences inté-
grales de référence, communément appelées benchmarks en anglais, pour lesquelles une modélisation
précise a été effectuée. L’enjeu est de reproduire certaines valeurs d’intérêt, comme par exemple le
facteur de multiplication effectif ke f f pour les études de criticité, lorsque l’évaluation que l’on sou-
haite tester est utilisée en entrée du modèle. Bien évidemment, cette évaluation doit avoir été traitée
avant d’être fournie au logiciel de calcul. Afin de montrer que nos méthodes peuvent effectivement
être utilisées en pratique, nous avons donc réalisé des calculs sur plusieurs de ces expériences inté-
grales en utilisant les fichiers ACE produits avec GAIA. Précisons bien que cela n’est pas une tentative
de qualification de ce code, ce qui nécessiterait d’effectuer un nombre bien plus important de tests.

Nos tests ont porté sur des noyaux faisant partie du domaine d’étude de la collaboration CIELO
(Collaborative International Evaluated Library Organization) [96]. Cette collaboration est récente et a pour
objectif de réaliser des évaluations modernes de grande qualité. Six noyaux font partie de ses prio-
rités : 16O, 56Fe, 239Pu, 235U, 238U et 1H. Nous voulons ainsi établir que GAIA permet de traiter les
évaluations les plus modernes et pourra, à terme, faire partie du panel d’outils à disposition des
évaluateurs.

5.3.1 Expériences intégrales utilisant 238U

Les tests des méthodes numériques qui ont été présentés dans les chapitres précédents ont montré
des différences faibles, mais non négligeables, entre les sections traitées par GAIA et par NJOY. Il est
légitime de se demander si ces différences ont un impact sur la précision des calculs intégraux. Pour
donner un premier élément de réponse, des calculs ont été réalisés avec le logiciel MCNP 6 sur deux
expériences intégrales utilisant 238U. Pour chacune, deux calculs ont été lancés, l’un en employant
le fichier ACE de 238U généré par NJOY 99.259 et l’autre en employant celui généré par GAIA. Les
fichiers ACE de tous les autres noyaux ont été les mêmes pour ces deux calculs, afin d’isoler l’impact
du traitement de 238U. Comme indiqué dans la partie précédente, GAIA n’a ni la capacité de calculer
les tables de probabilité (qui sont très importantes pour ces expériences car elles sont sensibles au
spectre rapide), ni celle de traduire les données au format ACE. Après son traitement des données
nucléaires, GAIA produit un fichier PENDF contenant sections efficaces primaires et différentielles,
qui est ensuite complété par le module PURR de NJOY pour l’ajout des tables de probabilité, puis
traduit au format ACE par le module ACER.

Les expériences intégrales utilisées ici ont été effectuées dans l’installation BFS-1 de l’Institute
for Physics and Power Engineering (Russie) et font partie d’un ensemble plus large d’expériences qui
servent de référence pour les calculs de criticité mettant en jeu du combustible MOX. Ce combustible
est un mélange d’oxydes de plutonium et d’uranium, l’uranium y étant majoritairement présent sous
la forme isotopique 238U. Les expériences sont décrites en détail dans le International Handbook of
Evaluated Reactor Physics Benchmark Experiments (IHERPhBE) [97] sous la référence BFS1-FUND-EXP-
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001 et dans le International Handbook of Evaluated Criticality Safety Benchmark Experiments (IHECSBE)
[98] sous la référence MIX-MISC-MIXED-001. Les incertitudes globales viennent principalement de
trois sections efficaces [99], dont la section de capture de 238U, ce qui explique notre choix.

Le réacteur BFS-1 est composé d’environ 1200 tubes verticaux en acier inoxydable ou en alumi-
nium installés dans un réseau hexagonal. Ces tubes contiennent le combustible, les réflecteurs, ainsi
que les barres de contrôle. Pour les expériences, le combustible, placé dans les tubes en aluminium,
est composé d’un empilement de pastilles d’oxyde de plutonium, d’oxyde d’uranium appauvri et de
polyéthylène, afin de simuler l’emploi de poudre MOX humide (l’hydrogène est fourni par le poly-
éthylène). Nous nous sommes particulièrement intéressés ici aux expériences BFS-99/1 et BFS-101/3
durant lesquelles la criticité a été atteinte et dont les caractéristiques sont résumées dans la table 5.5.

TABLE 5.5 – Principales caractéristiques des deux expériences

Expérience Proportion de Pu Proportion équivalente d’eau Masse de combustible
(pourcentage massique) (pourcentage massique) (kg)

BFS-99/1 22 2.5 81
BFS-101/3 10 2.1 188

La table 5.6 présente les valeurs de ke f f obtenues par calcul 3 MCNP 6 sur chacune des deux
expériences, en utilisant soit le fichier ACE de 238U produit par NJOY, soit celui produit par GAIA.
Lors de ces calculs, 10 000 cycles de 1000 particules ont été simulés. L’incertitude statistique à 1 σ du
calcul Monte-Carlo est indiquée pour chacun des cas, ainsi que la différence entre les ke f f obtenus
avec NJOY et GAIA. On remarque que la valeur de ke f f obtenue pour l’expérience BFS-99/1 est
éloignée de 1 (l’erreur est d’environ 1400 pcm). Cela est dû aux évaluations de Pu et n’a pas de
conséquence pour la comparaison GAIA / NJOY que nous menons.

TABLE 5.6 – Résultats des calculs de ke f f par MCNP 6, pour les expériences BFS utilisant 238U

Expérience Fichier ACE traité avec NJOY Fichier ACE traité avec GAIA Écart des ke f f

ke f f calculé Incertitude (pcm) ke f f calculé Incertitude (pcm) (pcm)
BFS-99/1 1.01407 23 1.01406 22 1

BFS-101/3 0.99677 20 0.99658 19 19

Le logiciel MCNP 6 permet également d’effectuer un calcul de sensibilité. La sensibilité associée à
une section efficace donnée permet de mesurer la variation relative de ke f f induite par une variation
de cette section autour de l’énergie considérée. Les figures 5.6 et 5.7 présentent la sensibilité associée
à la section de capture de 238U calculée par MNCP 6 avec les fichiers ACE de GAIA et de NJOY, pour
chacune des deux expériences. On constate que, quel que soit le code de traitement utilisé, les profils
de sensibilité ont des formes semblables, avec des pics situés aux mêmes énergies. Les différences
d’amplitude sont dues, d’une part, aux incertitudes statistiques du calcul Monte-Carlo, et d’autre
part, aux différences dans la taille des grilles d’énergies de NJOY et GAIA. La seconde information
importante contenue dans les figures 5.6 et 5.7 est que les deux modèles utilisés sont sensibles aux
valeurs de la section de capture de 238U dans le domaine des résonances résolues, c’est-à-dire dans le
domaine où les traitements de GAIA et de NJOY sont différents. L’utilisation de ces expériences pour
comparer les fichiers ACE produits par ces deux codes est donc pertinente.

Les écarts sur les ke f f calculés sont suffisamment faibles pour que l’on puisse considérer que le
traitement de 238U par GAIA permet d’obtenir les mêmes résultats que le traitement par NJOY. La
première conclusion est donc que, dans ce cas, GAIA semble fonctionner correctement. Cela nous
permet aussi de vérifier que les différences entre GAIA et NJOY relevées lors de la comparaison

3. Calculs réalisés par E. Ivanov, IRSN.
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FIGURE 5.6 – Sensibilité du modèle BFS-99/1 à la section de capture de 238U (par unité de léthargie)

FIGURE 5.7 – Sensibilité du modèle BFS-101/3 à la section de capture de 238U (par unité de léthargie)

ponctuelle des sections efficaces après élargissement Doppler et linéarisation n’ont pas d’impact sur
les résultats des calculs intégraux faisant intervenir 238U. De plus, ce test démontre que les fichiers
PENDF produits par GAIA peuvent être utilisés par le module PURR de NJOY pour l’ajout de tables
de probabilité. Ceci est rendu possible grâce aux bonnes propriétés de modularité de NJOY.
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5.3.2 Expériences intégrales utilisant 16O

Notre deuxième test a porté sur le traitement par GAIA d’une évaluation moderne, utilisant le
nouveau formalisme LRF = 7, en l’occurrence celle de 16O qui nous a été fournie par Luiz Leal de
Oak Ridge National Laboratory. La version de NJOY dont nous disposons (99.259) ne permettant pas
le traitement de cette évaluation, Luiz Leal nous a fourni un fichier ACE produit par NJOY 2012. De
notre côté, nous avons utilisé GAIA et le module ACER de NJOY 99.259 pour produire un deuxième
fichier ACE. L’évaluation de 16O ne contient pas de domaine non-résolu et il n’a donc pas été né-
cessaire d’utiliser le module PURR dans ce cas. Sur le domaine résolu, les sections différentielles
angulaires ont été calculées par GAIA à partir des paramètres de la matrice R.

L’expérience que nous utilisons pour ce test a été réalisée sur le réacteur RB de l’Institute of Nu-
clear Sciences "Vinca" (Serbie). Son cœur est constitué d’un réseau carré de mailles dans lesquelles
sont insérées les tubes de combustible, qui est ici du dioxyde d’uranium enrichi à 80 %. Le réseau est
contenu dans un réservoir cylindrique en aluminium rempli d’eau lourde qui sert à la fois de modé-
rateur et de réflecteur. Du fait de l’humidité de l’air, l’eau lourde absorbe progressivement de l’eau
légère ce qui a modifié sa composition isotopique depuis la mise en service de l’installation en 1958.
À l’époque des mesures, la fraction molaire de D2O était de 97.6 %. Enfin, ce réservoir est situé dans
le bâtiment réacteur, loin des murs et de tout élément réfléchissant.

Lors de l’expérience, les barres de contrôle sont progressivement retirées et la criticité est atteinte,
puis maintenue, en ajustant la hauteur d’eau lourde dans le réservoir, qui est ensuite mesurée. Cette
expérience est décrite en détail dans le International Handbook of Evaluated Criticality Safety Benchmark
Experiments [98] sous la référence HEU-COMP-THERM-017 (cas 95/1999). Nous l’avons sélectionnée
car, du fait de l’emploi de l’eau lourde comme modérateur, elle doit être sensible aux valeurs des
sections de 16O sur tout le domaine des résonance.

Deux simulations MNCP 6 ont été réalisées 4 à partir du modèle de cette expérience, chacune
avec 10 000 cycles de 1200 particules. Pour la première, le fichier ACE décrivant 16O a été généré à
partir de la nouvelle évaluation de 16O par NJOY 2012 et pour la seconde, nous avons utilisé GAIA
pour générer le fichier ACE. Comme il ne s’agit que d’une version provisoire de l’évaluation de
16O, nous ne donnerons pas les valeurs des ke f f qui ont été obtenues, mais seulement les différences
entre les deux cas. Pour notre propos, qui est simplement de montrer que GAIA permet de traiter
des évaluations modernes, cela est suffisant. Ces différences sont présentées dans la table 5.7, avec
l’incertitude à 1 σ des calculs Monte-Carlo (qui est la même pour les deux calculs).

TABLE 5.7 – Résultats des calculs de ke f f par MCNP 6, pour l’expérience HEU-COMP-THERM-017

Différence entre les ke f f pour les évaluations 30 pcm
de 16O traitées avec NJOY 2012 et GAIA

Incertitude à 1 σ des calculs MCNP 6 25 pcm

La figure 5.8 présente les sensibilités aux différentes sections de 16O de ce modèle. Comme at-
tendu, cela montre qu’il est bien sensible à 16O et donc que son utilisation est pertinente pour nos
comparaisons. On constate qu’il est principalement sensible à la section de diffusion élastique sur
tout le domaine des résonances, avec un maximum en dessous de 1 eV. La différence entre les fichiers
ACE traités avec GAIA et NJOY est seulement de 30 pcm, ce qui est à peine plus que l’incertitude
à 1 σ du calcul Monte-Carlo, et moins que la somme des incertitudes des deux calculs. Nous pou-
vons donc en conclure que, pour ce cas, le traitement de GAIA est acceptable puisqu’il conduit à une
valeur très proche (dans les barres d’erreur) de celle obtenue en utilisant NJOY 2012.

4. Calculs réalisés par E. Ivanov, IRSN.
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FIGURE 5.8 – Sensibilité de l’expérience HEU-COMP-THERM-017 aux sections de 16O (par unité de
léthargie)

5.3.3 Expériences intégrales utilisant 56Fe

Le 56Fe est un noyau d’une grande importance pour la sûreté nucléaire, du fait de sa présence
dans les réacteurs. C’est pourquoi ce noyau est une des priorités de la collaboration CIELO. Luiz
Leal nous a fourni une évaluation de 56Fe pour nos tests. Il s’agit à nouveau d’une version provisoire
utilisant le formalisme LRF = 7 dans le domaine résolu. Il n’y a pas de domaine non-résolu (les sec-
tions correspondantes étant données sous forme tabulée), les tables de probabilité n’ont donc pas à
être calculées et le fichier ACE que nous produisons est généré par utilisation de GAIA et du module
ACER sans qu’il y ait besoin de PURR. Comme précédemment, GAIA calcule les sections différen-
tielles angulaires directement à partir des paramètres de la matrice R et Luiz Leal nous a fourni un
fichier ACE généré par NJOY 2012.

Calculs menés avec MORET

Le programme MIRTE [100], lancé en 2005 par l’IRSN, a pour objectif la réalisation d’expériences
pour tester les données nucléaires sur certains matériaux structurels, principalement dans le domaine
thermique. Ce programme a été réalisé jusqu’en 2013 sur l’installation expérimentale "Appareillage
B" du centre CEA de Valduc. Nous nous intéressons ici à l’expérience 2A-Fe-200 du sous-programme
MIRTE 1, qui porte sur la caractérisation du fer dans le domaine thermique. Le combustible est com-
posé de tiges de dioxyde d’uranium qui sont regroupées en deux réseaux distincts séparés par un
écran de 56Fe, large de 200 mm. Les réseaux et l’écran sont plongés dans un réservoir d’eau. L’expé-
rience consiste en une approche sous-critique qui est réalisée en faisant varier la quantité d’eau dans
le réservoir. La hauteur d’eau obtenue lorsque la criticité est atteinte est précisément mesurée grâce à
un capteur situé dans le réservoir.

Un modèle de cette expérience a été réalisé à l’aide du code Monte-Carlo MORET 5 de l’IRSN.
À partir de ce modèle, trois calculs 5 ont été réalisés en utilisant deux différents fichiers ACE pour
56Fe : le premier venant du traitement de la nouvelle évaluation de 56Fe par NJOY 2012 et le second
du traitement de cette même évaluation par GAIA. Étant donné que les résultats de MIRTE sont
protégés par un accord de confidentialité entre l’IRSN et ses partenaires, nous ne pouvons donner

5. Calculs réalisés par N. Leclaire, IRSN.
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ici les valeurs des ke f f obtenus, mais seulement leurs différences. À nouveau, cela suffit pour notre
objectif. Ces différences sont présentées dans la table 5.8.

TABLE 5.8 – Résultats des calculs de ke f f par MORET 5, pour l’expérience 2A-Fe-200 de MIRTE

Différence entre les ke f f pour les évaluations 4 pcm
de 56Fe traitées avec NJOY 2012 et GAIA

Incertitude à 1 σ des calculs MORET 5 10 pcm

La différence entre les ke f f lorsque la nouvelle évaluation est traitée par NJOY 2012 et GAIA est
seulement de 4 pcm, ce qui est moins que l’incertitude des calculs Monte-Carlo (qui est la même
dans les deux cas). Les traitements de GAIA et de NJOY 2012 sont donc ici tout-à-fait équivalents.
Les valeurs précises de sensibilité sont incluses dans l’accord de confidentialité, mais nous savons
que cette expérience est principalement sensible aux sections efficaces dans le domaine thermique.

Calculs menés avec MCNP 6

Nous avons également testé le fichier ACE produit par GAIA sur une autre expérience intégrale,
sensible à un domaine d’énergie un peu plus élevée. Les calculs 6 ont cette fois été réalisés avec MCNP
6. L’expérience que nous utilisons a été réalisée en 1980 dans l’assemblage 34 du réacteur ZPR-9 (Zero
Power Reacteur : réacteur à puissance nulle) de Argonne National Laboratory. Le cœur est composé de
blocs fins d’uranium enrichi à 93 % séparés par du fer. Le réflecteur est en acier inoxydable. Les
caractéristiques neutroniques de l’ensemble sont dominées par les noyaux 235U et 56Fe. Enfin, cette
expérience est principalement sensible au domaine d’énergie intermédiaire, avec un pic du flux neu-
tronique qui est environ à 200 keV. Une description détaillée peut être trouvée dans le International
Handbook of Evaluated Criticality Safety Benchmark Experiments [98] sous la référence HEU-MET-INTER-
001.

Comme l’évaluation de 56Fe que nous utilisons n’est qu’une version provisoire, nous nous conten-
tons d’indiquer dans la table 5.9 l’écart entre les ke f f calculés en utilisant le fichier ACE généré par
GAIA et celui généré par NJOY 2012. Il est de 24 pcm, alors que l’incertitude statistique à 1 σ est de 14
pcm pour chacun des calculs MCNP 6. Cette différence est donc suffisamment faible (car inférieure à
la somme des incertitudes) pour être considérée acceptable.

TABLE 5.9 – Résultats des calculs de ke f f par MCNP 6, pour l’expérience HEU-MET-INTER-001

Différence entre les ke f f pour les évaluations 24 pcm
de 56Fe traitées avec NJOY 2012 et GAIA

Incertitude à 1 σ des calculs MCNP 6 14 pcm

Les calculs MCNP 6 montrent que ce modèle est principalement sensible à la section élastique
du 56Fe. Les profils de sensibilité pour cette section, obtenus à partir des fichiers ACE de GAIA et
NJOY, sont tracés sur la figure 5.9. Globalement, les deux profils indiquent une sensibilité maximale
dans le domaine de 105 à 106 eV, c’est-à-dire vers la partie supérieure du domaine des résonances
résolues de 56Fe. Les formes de ces deux profils sont cependant assez différentes. Pour analyser cela
plus en détail, nous avons utilisé le code TSAR, qui fait partie du système SCALE [16]. À partir de
calculs de sensibilité sur deux configurations d’un même système (dans notre cas, le changement
entre les configurations est l’utilisation de fichiers ACE différents pour 56Fe), ce code permet de cal-
culer la sensibilité de la différence de réactivité 7 entre les configurations pour chacune des sections
efficaces. La table 5.10 donne les plus grandes de ces sensibilités et montre que l’écart de réactivité
est principalement sensible à la section de diffusion élastique de 56Fe. Nous avons deux pistes pour

6. Calculs réalisés par E. Ivanov, IRSN.
7. Cette différence de réactivité ∆ρ est définie par ∆ρ = 1/ke f f ,1 − 1/ke f f ,2, où ke f f ,i est le ke f f de la configuration i.
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expliquer cela : la première est que, comme mentionné dans la partie 3.4.3, NJOY arrête de prendre
en compte l’effet Doppler au-delà de 8.623 × 105 eV, ce qui entraîne des différences avec GAIA pas
tout-à-fait négligeables (cf. table 3.8). La deuxième est que cela est dû aux petites différences relevées
entre les sections différentielles angulaires calculées par GAIA et NJOY (cf. table 4.1), celles-ci venant
elles-mêmes de la différence entre les deux traitements : GAIA calculant les sections différentielles
à partir des paramètres de la matrice R et NJOY directement à partir du fichier MF 4. On remarque
que la différence de réactivité est également sensible à la section totale de 238U, bien qu’elle soit la
même dans les deux cas. Cela s’explique simplement par la dépendance entre les différentes sections :
une modification de la section de 238U va modifier le flux neutronique arrivant sur le fer et aura des
conséquences différentes sur les réactivités des deux configurations car les sections élastiques de 56Fe
ne sont pas identiques.

FIGURE 5.9 – Sensibilité du modèle HEU-MET-INTER-001 à la section élastique de 56Fe (par unité de
léthargie)

Finalement, cela montre que la différence des traitements de GAIA et NJOY peut avoir des consé-
quences sur la valeur du ke f f calculée. Cependant, ces conséquences sont très limitées car les deux
valeurs obtenues sont suffisamment proches pour que leurs barres d’erreur s’intersectent.

TABLE 5.10 – Sensibilité de la différence de réactivité observée lors du changement de fichier ACE à
différentes sections efficaces

Sensibilité
Section élastique de 56Fe 132

Section totale de 235U 32.4
Section inélastique de 56Fe 19.5

5.3.4 Conclusion

Sur les quelques cas que nous avons étudiés dans cette partie, nous avons pu constater qu’utili-
ser les fichiers ACE traités par GAIA donnait des résultats comparables à ceux obtenus en utilisant
les fichiers traités par NJOY, malgré l’utilisation de méthodes numériques totalement indépendantes
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pour effectuer ce traitement. Cela permet de montrer que les méthodes employées par GAIA sont
correctes, au moins sur ces cas, mais cela permet aussi, par symétrie, de confirmer que c’est égale-
ment le cas pour NJOY. Bien évidemment, les résultats de cette partie sont loin d’être suffisants pour
constituer une qualification complète de GAIA. Il s’agit tout au plus d’une première indication quant
à son bon fonctionnement.

Ces résultats indiquent, en plus, que GAIA peut être utilisé pour traiter les évaluations les plus
modernes et sera donc un outil supplémentaire à la disposition des évaluateurs. Enfin, grâce à la
modularité de NJOY, nous avons pu coupler GAIA avec ACER et PURR ce qui a permis d’utiliser ce
code pour produire des fichiers ACE utilisables en pratique. Il est donc envisageable d’aller plus loin
et de coupler GAIA avec les autres modules de NJOY, par exemple pour générer des bibliothèques
multi-groupes.
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Conclusion

Dans ce manuscrit, les méthodes numériques implémentées dans GAIA, notre code de traitement
des données nucléaires, ont été présentées. Pour la reconstruction des sections efficaces au zéro ab-
solu, en utilisant les différents formalismes dérivés de la théorie de la matrice R, GAIA a été comparé
avec les codes existants sur un grand nombre d’évaluations. Les résultats sont suffisamment proches,
y compris avec le formalisme RML, pour démontrer que notre approche est correcte. La reconstruc-
tion en employant le formalisme général a également été mise en place, ce qui a nécessité une nou-
velle méthode de calcul de la matrice R. Dans le domaine des résonances non-résolues, seul le calcul
des sections moyennes infiniment diluées est actuellement possible. Afin de prendre en compte l’ef-
fet Doppler sur les sections efficaces, une méthode ne nécessitant pas de linéarisation préliminaire,
basée sur l’algorithme de transformée de Fourier rapide, a été développée. Elle a été validée sur
quelques cas à l’aide d’une méthode de référence que nous avons élaborée. Les premières comparai-
sons avec NJOY sont encourageantes, montrant qu’une meilleure précision peut être atteinte en un
temps de calcul comparable. L’adaptation de cette méthode au cas où les noyaux cibles sont dans un
état condensé montre sa généralité. Ensuite, la reconstruction des sections différentielles angulaires
à partir des paramètres de la matrice R a été implémentée dans GAIA et testée sur les évaluations
au formalisme RML avec des résultats satisfaisants. Enfin, une méthode a été développée pour la
dernière étape nécessaire à la génération de fichiers ACE, à savoir la production d’une grille d’éner-
gie linéaire. Cette méthode est particulièrement efficace lorsqu’elle est employée de concert avec la
méthode de calcul de l’effet Doppler avec les transformées de Fourier. Une fois encore, les quelques
cas testés donnent des résultats satisfaisants. Nous avons donc implémenté dans GAIA un ensemble
de méthodes numériques indépendantes de celles des codes existants, qui permettent de calculer
l’information minimale nécessaire à la génération de fichiers ACE. De plus, les tests montrent que
les erreurs commises lors de l’utilisation de ces méthodes sont bien maîtrisées, ce qui est un point
important pour les applications de sûreté nucléaire. Pour ce qui est de la reconstruction des sections
au zéro absolu, l’exhaustivité des tests effectués permet de valider notre approche. Pour les autres
étapes du traitement, plus de tests seront nécessaires mais les premiers résultats sont encourageants.

Lors des tests effectués, les comparaisons point à point des sections efficaces ont révélé que les
erreurs relatives ponctuelles commises par NJOY pouvaient parfois excéder la valeur de précision
requise par l’utilisateur : c’est notamment le cas pour le calcul de l’effet Doppler et de la grille li-
néaire de 238U. Il faut cependant mettre en perspective cette information. En effet, si l’on considère
les erreurs sur les sections efficaces intégrées, alors NJOY parvient tout-à-fait à atteindre la précision
demandée. De plus, les résultats obtenus avec les logiciels Monte-Carlo MCNP et MORET sont sem-
blables que les fichiers ACE soient traités par NJOY ou par GAIA. Comme les méthodes numériques
employées dans GAIA sont totalement indépendantes de celles de NJOY, cela permet de confirmer
que le traitement réalisé par NJOY est correct, malgré les erreurs ponctuelles trop élevées que nous
avons relevées. Ces erreurs n’ont donc que peu d’importance pour le calcul des quantités intégrales,
probablement car elles se compensent. Toutefois, la tendance étant à une amélioration de la précision
des évaluations et des logiciels de calcul neutronique, il est permis de penser qu’à l’avenir les résul-
tats finaux seront plus sensibles aux erreurs ponctuelles et que l’emploi de nos méthodes numériques
aura un effet visible sur les résultats intégraux.

La principale conclusion des calculs réalisés avec MCNP et MORET à partir des fichiers ACE gé-
nérés par GAIA demeure néanmoins que les méthodes que nous avons développées au cours de ce
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doctorat donnent des résultats finaux très encourageants. Cela montre donc que GAIA peut effecti-
vement être employé pour traiter des évaluations, y compris lorsqu’elles utilisent les formalismes les
plus modernes. De plus, ces tests établissent que les fichiers PENDF produits par GAIA sont com-
patibles avec NJOY et peuvent donc, grâce à la modularité de ce code, s’insérer dans son schéma de
calcul. Nous avons vu qu’il est possible d’utiliser les fichiers PENDF produits par GAIA en entrée
des modules ACER et, éventuellement, PURR. En attendant de disposer dans GAIA des fonctionna-
lités lui donnant la capacité de calculer des tables de probabilité et d’écrire au format ACE, il est ainsi
d’ores et déjà possible d’utiliser cet outil sur des cas pratiques. Plus généralement, il est envisageable
de l’utiliser aussi avec les autres modules de NJOY, notamment avec GROUPR afin de produire des
sections multi-groupes à partir des sections ponctuelles calculées par GAIA.

De plus, la possibilité de reconstruire les sections efficaces avec tous les formalismes, y compris
le formalisme général de la matrice R, ainsi que la capacité de calculer les distributions angulaires à
partir des paramètres de la matrice R, permettent d’envisager d’utiliser GAIA pour contribuer à l’éla-
boration des nouvelles évaluations. En effet, les évaluateurs ont besoin de disposer de plusieurs codes
de traitement pour tester les effets des modifications apportées aux évaluations. C’est par exemple
pour cela que nous avons utilisé GAIA sur une version de travail d’une nouvelle évaluation du 56Fe.
De même, disposer de notre propre outil de traitement des données nucléaires a été un atout déter-
minant pour pouvoir fabriquer une fonction de diffusion ST(α, β) pour l’eau, car cela nous a permis
de mesurer facilement les impacts des diverses manipulations effectuées.

Les objectifs initiaux de ce doctorat, qui ont été énoncés à la page 5, ont donc été remplis. En effet,
comme nous l’avons vu, des méthodes numériques indépendantes de celles des codes existants ont
été développées et implémentées dans GAIA. Pour chacune des étapes du traitement, la comparaison
de nos méthodes avec celles des autres codes a permis de les valider, au moins sur les cas testés. La
production de fichiers ACE a mis en lumière la possibilité d’utiliser GAIA en pratique, ainsi que sa
flexibilité, et les calculs Monte-Carlo réalisés à partir de ces fichiers ont montré que les traitements
indépendants effectués par GAIA et NJOY permettaient d’obtenir des résultats comparables. Enfin,
le traitement effectué par GAIA a bien été rendu indépendant du format des évaluations (ENDF ou
GND par exemple). En effet, les fichiers évalués sont lus par un objet spécifique de GAIA qui en
extrait l’information nécessaire aux objets effectuant le traitement. Si le format change, il suffit donc
de modifier le premier object, ce qui est aisé. L’information physique contenue dans les évaluations
étant indépendante de leur format, les autres objets seront inchangés.

En se plaçant plus spécifiquement dans l’optique de la sûreté nucléaire, lors de ce doctorat, le
code GAIA a été développé avec des méthodes numériques dont la précision est bien contrôlée.
L’emploi de GAIA permet ainsi de mieux maîtriser les biais induits par le traitement. À l’aide de ce
code, nous avons montré qu’il était possible de distinguer les effets des différents traitements sur les
résultats finaux, ce qui peut faciliter les études de sensibilité en permettant d’identifier les paramètres
importants.

À l’avenir, il serait intéressant de continuer à travailler sur l’effet Doppler, d’une part pour amé-
liorer notre approche avec l’utilisation d’ondelettes (cf. partie 3.4.4) et, d’autre part, pour tenter d’ap-
pliquer la méthode aux transformées de Fourier aux problématiques d’élargissement Doppler en
vol dans les codes de transport Monte-Carlo à énergie continue. De plus, afin de pouvoir générer
des fichiers ACE dans tous les cas de figure sans utiliser NJOY, il faudrait compléter le traitement
dans le domaine non-résolu avec le calcul, dans un premier temps, des sections efficaces moyennes
auto-protégées et, dans un second temps, des tables de probabilité. Actuellement, GAIA produit des
fichiers de sortie au format PENDF qui sont ensuite traduits par le module ACER au format ACE.
Cette démarche implique que ces fichiers de sortie souffrent des limitations du format ENDF (préci-
sion limitée, nombre restreint de réactions pouvant être décrites, etc.) et ne seront probablement pas
complètement compatibles avec le nouveau format GND. Pour lever ces restrictions, il suffirait de
développer un objet dans GAIA capable d’écrire les données calculées directement au format ACE.
À plus long terme, il pourrait être intéressant d’étudier les méthodes numériques nécessaires à la
production de sections multi-groupes et d’implémenter cette capacité dans GAIA. Enfin, le travail de
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validation des méthodes actuellement implémentées dans GAIA, notamment l’élargissement Dop-
pler et la linéarisation, n’est pas encore complètement terminé et nécessiterait de mener des tests sur
l’ensemble des évaluations disponibles pour être finalisé. Il faudrait également valider le traitement
global de GAIA en étudiant son effet sur un grand nombre d’expériences intégrales, par comparaison
avec celui de NJOY.
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Résumé

Les données nucléaires décrivent les interactions d’une particule avec la matière et sont de ce fait
au cœur des calculs de physique nucléaire. Après avoir été mesurées et évaluées, elles sont fournies
dans des bibliothèques, sous forme d’une liste de paramètres. Leur utilisation ultérieure dans les
codes de calcul nécessite un traitement numérique prenant en compte plusieurs phénomènes phy-
siques. Divers logiciels, comme NJOY, existent pour faire ce traitement, mais ils emploient des mé-
thodes numériques datées dérivant d’algorithmes semblables. Or, pour les applications de sûreté nu-
cléaire, il est important de disposer de méthodes indépendantes, pour avoir un point de comparaison
et bien identifier les effets du traitement sur les résultats. De plus, la précision doit être correctement
contrôlée au cours des différentes étapes du processus. Ainsi, le but de ce doctorat est de développer
des méthodes numériques indépendantes garantissant le traitement des données nucléaires avec une
précision donnée et de les implémenter en pratique via l’écriture du code GAIA.

La première étape a consisté à reconstruire les sections efficaces à partir des paramètres des bi-
bliothèques, en utilisant les diverses approximations de la théorie de la matrice R. La reconstruction
avec le formalisme général, sans approximation, a également été implémentée, ce qui a nécessité
l’élaboration d’une nouvelle méthode de calcul de la matrice R. Les tests, réalisés sur l’ensemble des
formalismes possibles, y compris le plus moderne, montrent un bon accord entre GAIA et NJOY.
Le calcul direct des sections efficaces différentielles à partir des paramètres de la matrice R, avec la
formule de Blatt-Biedenharn, a également été implémenté et testé. Les sections ainsi obtenues corres-
pondent à un noyau cible fixe, au zéro absolu. Du fait de l’agitation thermique, ces sections efficaces
sont soumises à un effet Doppler, ce qui revient à les intégrer avec le noyau de Solbrig. Pour calculer
cette intégrale, une méthode de référence, précise mais lente, a d’abord été élaborée et validée. Puis,
une méthode basée sur l’algorithme de transformée de Fourier rapide a été développée. Les compa-
raisons avec la référence suggèrent que cette nouvelle méthode permet d’obtenir des résultats plus
précis que NJOY en des temps de calcul comparables. Cette approche a de plus été adaptée pour le
cas des noyaux cibles dans un état condensé (solide ou liquide). Une implémentation alternative a été
développée pour obtenir les sections par intégration de la loi S(a,b), qui caractérise l’effet des liaisons
chimiques sur les collisions neutrons–matière. Enfin, un procédé a été mis en place pour générer une
grille d’énergie permettant l’interpolation linéaire des sections entre ses points.

À ce stade, l’information minimale nécessaire à la production des fichiers d’entrée pour le code
de calcul neutronique MCNP est connue (cette information est traduite au format adéquat avec
l’aide d’un module de NJOY). Des calculs ont ensuite été réalisés sur plusieurs configurations afin
de démontrer que les méthodes développées ici peuvent être effectivement utilisées pour le traite-
ment d’évaluations modernes. En parallèle, dans le cadre d’une collaboration avec l’Institut Laue-
Langevin, nous avons participé au traitement de mesures expérimentales de la loi S(a,b) de l’eau
légère et lourde. À l’aide de GAIA, nous avons combiné les valeurs expérimentales avec des valeurs
provenant d’une simulation de dynamique moléculaire, l’objectif étant de se passer de modèle mo-
léculaire dans le domaine couvert par l’expérience. Ce n’est qu’une première étape, mais les valeurs
obtenues permettent d’améliorer les prévisions du modèle du réacteur de l’ILL.

En conclusion, ce doctorat a permis de développer de nouvelles méthodes numériques pour le
traitement des données nucléaires et de montrer leur applicabilité à des cas pratiques.


